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Die Klassiker der exakten Wissenschaften umfassen 
ihrem Namen gemäss die rationellen Naturwissenschaften, von der 
Mathematik bis zur Physiologie und enthalten Abhllndlungen aus 
den Gebieten der Mathematik, Astronomie, Physik, Chemie 
(einschliesslich Kry s ta 11 kund e) und P h Y s i 0 1 0 gi e. 
Die allgemeine Redaktion führt Dl'. W. Ostwald, o. Professor 
an der Universität Leipzig j die einzelnen Ausgaben werden durch 
hervorragende Vertreter der betreffenden Wissenschaften besorgt. 
Für die Leitung der einzelnen Abtheilungen sintl gewonnen worden: 
für Astronomie Prof. Dr. Bruns (Leipzig), für Mathematik Prof. Dr. 
Wange'rin (Hallel, für Krystallkunde Prof. Dr. Groth (München), 
für Pflanzenphysiologie Prof. Dr. W. P fe ff er (Leipzig), für Physik 
Prof. Dr. Arth. von Oettingen (Dorpat). 
Der Preis für den Druckbogen a 16 Seiten ohne etwaige 
textliche Abbildungen ist auf Jt -.25 festgesetzt. 
E r s chi e n e n sind: 
Nr. 1. H. Heimholtz, Erhaltung der Kraft. (1847.) (60 S.)o€O $. 
" 2. C. F. Ganss, Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhält-
nisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Ab-
stossungskräfte. (1840.) Herausg. von A. W an g e ri n. (60 S.) 8091 . 
• , 3. J. Dalton u. W. H. Wollaston, Abhandlungen zur Atomtheorie. 
(1803-1808). Herausg. v. W. 0 st w al d. Mit! Taf. (30 S.) 60 $. 
" 4. Gay-Lnssae, Jod. (1814.) Herausg. v. W. Ostwald. (62 S.) 80 fit· 
>I 6. C. F. Ganss, Flächentheorie. (1827.) Deutsch herausg. v. A. W a 11-
gerin. (62S.) 80$. 
)) 6. E. H. Weber, Über die Anwendung der Wellenlehre auf die Lebre 
vom Kreislaufe des Blutes etc. (1860.) Hera usg. v. ~I. v. Fr e y. Mit 
1 Taf. (46 S.) .JI 1.-. 
» 7. F. W. Bessel, Länge d. einfachen Secundenpendels. Herausg. von 
H. Bruns. Mit 2 Taf. (171 S.) Jt 3.-. 
• , 8. A. Avogadro u. Ampere, Ahhandlllngen ;zur Molekulartheorie. 
(1811 11. 1814.) Mit 3 Taf. Herallsg. v. W.Ostwald. (50 S.) 
Jt 1.20. 
» 9. H. Hess, Thermochemische Untersuchungen. (1839-1842.) Herausg. 
v.W.Ostwald. (102S.) Jt1.60. 
I) 10. F. Nenmann, D. mathem. Gesetze d. indllcirten elektrischen Ströme. 
(1846.) Herausg. v. O. Neumann. (96 S.) Jt 1.60. 
I) 11. Galileo Galilei, Unterredullgen u. mathematische Demonstrationen 
über zwei neue Wissenszweige etc.(1638.) 1. Tag mit 13 u. 
2. Tag mit 26 Fig. im Text. Aus d. Italien. übers. u. herausg. v. 
A. v. Oettillgen. (142 S.) Jt.3.-. 
Fortsetzung auf der dritten Seite des Umschlages. 
Die 
/ ('\ 
,) 
-VIER GAUSS'SCHEN BEWEISE 
für die 
Zerlegung ganzer algebraischer Functionen 
III 
reelle Factoren ersten oder zweiten Grades. 
( 1799-1849.) 
Herausgegeben 
yon 
E. ~etto. 
- -- --~._--
i' ~EIE~~?~··.:~;;:~J 
VERLAG VON WILHELM ENGELMANN 
1890. 
"{li ') 
, ; / 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00049601
Neuer Beweis des Satzes, 
dass jede algebraische rationale ganze Function einer 
Veränderlichen in reelle Factoren des ersten oder zweiten 
Grades zerlegt werden kann 
\011 
C. F. Gauss . 
. Jedt' bestimmje :l1;:"hrai~"lw (;lf'idlllng; kann :lIlf die Form 
.T'''+ .1,1"" '+- H.r''''-+- '" i )1- " 
~('''r:U'lt( w"rde!l, w,,!lei 111 eill(' l":ln7.(' ]l(l~itiqoZahl i;<j, 'Wenn 
wir die linke Heit,· diesl'I' (;kiehulll" mit .\ hez(·i(·JIIlf'1l und 
annehmen. da8~ der (;jeichnn~ .\ = () durch m..),1"·!'t· \'())] 
einander verschiedelH' Wert he von .r I"enii;re gd"i~tl't 'H'rde, 
etwa indem man .r =" (L ,r - ,1. ,r' /" , , ~dzt, dann wird die 
Fnndion X durch da~ 1'l'odllr·j d,'1' Fal'iol'f'!l ,r-, ((, J' ),.r - y, 
tlH'il]'a]' ~!'in, \\'\'nn llm~"k('hrt ditO Fundion .\ dun'li das 
l'rodnri ll1ehrpr,'1' lill'·a.r('r radon'u ,r -" u, ,r, iJ. ,I' - ;', .' • 
lht:ilhar i:<l, dalln wird dcr Clt'ichung-.\ () g-f'nil/!'c ~dpi~tct. 
in(\"1IJ 11I:1II.r l'il\l·r j(,'}(,1l li]""""(· ((. ,"1, ;'. /!'ll'icll ,r'lzt. \Yenn 
endlil'll ,\ dt'lll l'1'odul'ir' aus 1/1 ~oldl"n linl':ln'J) F:lI'torpn jr)riell 
j,j. IIJ';g-('!l di('s,' nun siillJmtlirh lmt!'l" pinall!lf'f n-r,,,hi,'!lrn (trI,·1' 
mit).!'(·n ('ini;:,' ']"r"'lh!'n (·jnan!\e]' g-\t,jl'll ,('in, dann kann \ 
:IIlS,"]' di('s"n Fnnr,tioIH'1l k"inr'n andf'J'('Jl lin('I\f('n F:w!o1' J." 
,itzell, ))('SII:I,lh kann "illf' (;I('idl1ln~ JI/ tr'n (;1':1']'" ni"h! IIJr·II1' 
als III \\'ufzplll Jlah(,ll, z11l!kie!J :th,~r wir,] "S klar, d:t"'~ .. in(· 
(;leie h11l1g" lJI 1"Jl (;I'ad('~ W (' 11 i r.: (' r '" IIrz('ln hllhl'lI kalIlI. weJln-
gleich .\ in m liIW:IJ"r. F:H'!oJ'('1l 7,prlq,har i,t : df'nn, \\,('nn einig'1' 
dieser Fadort'n "illander gleich sind, d:ulI\ i"t die Allzllhl ()(']' 
yerschiedenen Arten. flic UlcicilUllg zu bl'fril'digt'D, Dothwenoig 
1'" 
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geringer als m. Dennoch haben es die Mathematiker au,; for-
malen Gründen vorgezogen, zu sagen, dass auch in diesem Falle 
die Gleichung m Wurzeln hahe, und dass nur eini?;l' derselhen 
einander gleich werden: diese Ausdrucksweise durften "il' sieh 
überall gestatten. 
2. 
Das bisher Besprochene wird in den Lehrhiiehern der ,\Igrhra 
auf ausreiehcnde Art bewiesen; es verstösst auch nirgend gegen 
die mathematische Strenge. Doeh scheint es, als ob die Analytiker 
etwas zu übereilt und ohne vorausgehenden gründlichen Beweis 
denjenigen Lehrsatz aufgenommen hätten, auf welchem sieh fast 
die gesammte Lehre von den Gleichungen aufbaut, dass näm-
lich einejede soleheFunction wie X stets in m line-
are F actoren zerlegt werden könne, oder, was hiermit 
völlig übereinstimmt, dass jede Gleichung mten Grades 
wirklich m Wurzeln besitze. Da man bereits bei den 
Gleichungen zweiten Grades sehr hänfig auf solehe Fälle stiess. 
welche diesem Satze widersprachen, so waren die Algebraiker 
gezwungen, um jene Fälle diesem Theorem unteronlnen zu kiin-
nen, ~ine gewisse imaginäre Grösse zu ersinnen, deren Quadrat 
- lIst; daun erkannten sie, dass, wenn Grüssen von der Form 
a + b V'-l ebenso wie reelle zugelassen werden, der Lehrsatz 
nicht allein für Gleichungen zweiten Grades wahr sei, sondern 
auch für cubische und biquarlratische. Es liess sichj edoch hieraus 
auf keine Weise folgern, dass durch die Zula~sung von Griissen 
der Form a + b V -1 jeder Gleichung fünften odor höheren Gra-
des genügt werden könne oder wie man sich meistens ausdrückt. 
(obgleich ich diesen bedenklichen Ausdruck nicht gutllCisse~ 
kann), dass die Wurzelnj eder Gleichung auf die Form a + b V=-~l 
gebracht werden können. Dieser Satz unterscheidet sich dem 
Wesen der Sache nach in nichts von dem in der U ebersehrift 
a?gegebenen; es bildet das Ziel der vorliegenden Abhandlung, 
emen neuen, strengen Beweis desselben zu geben. 
Uebrigens wurden seit jener Zeit, in welcher die Analytiker 
erkannten, es gäbe unendlich viele Gleichungen, die überhaupt 
nur Wurzeln besitzen, wenn Grössen der Form a + b V - 1 zu-
gelassen werden, derartig erdachte Grössen als eine ganz beson-
dere Grössenart, welche man zum Unterschied von den re e 11 en 
Grösse~ i I?a gi nitre nannte, betrachtet und in die gesammte 
AnalYSIS emgeflihrt. Mit welchem Rechte dies geschehen sei, 
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will ich hier nicht erörtern. - Meinen Beweis werde ich ohne 
jede Benutzung imaginärer Grössen dnrchfiihren: obschon auch 
ich mir dieselbe Freiheit gestatten könnte, deren sich alle neue-
ren Analytiker bedient haben. 
:~ . 
'Wenngleich dasj enige, was in den meisten elementaren Schrif-
ten als Beweis un~eres Lehrsatzes angeführt wird, so haltlos und 
so wenig streng erscheint, dass es kaum der Erwähnung werth 
ist, so will ich doch, um keine Lücke zu lassen. mit wenigen 
Worten darauf eingehen. »lJm zu beweisen, dass jede Gleichung 
.r 'll + A:I;III~ 1 + BX" I -- 2 + ... + J[ = I) 
oller X = 0 wirklich ln 'Yurzeln besitze, unternimmt man es, 
zu zeigen, dass X ium lineare Factoren aufgeWst werden könne. 
Zu diesem Zwecke nimmt man m lineare Faetoren .1" - Ci, .1: - (1, 
./: - ,/, ... an, wo Ci, tJ, ,', ... noch unhekannt sind, und setzt 
lIas Prodnct derselhen der Function S gleieh. Dann leitet man 
aus der Yergleiehnng der Coeffirientrn 111 Gleielllmgell ah, aus 
denen m:lIl die Unbekannten Ci, /1, ,', '" soll bestimmen kiinnen, 
da ja ihre Anzahl gleich 111 sei. [)mm nach (1('1' Elimination von 
m - I Unbekannten entstehe eine Gleichung, welche eine be-
liebige Unbekannto allein enthalte.« Um von allem übrigen, bei 
solcher Schlussfolgerung Tadelnswerthen zu schweigen, frage 
ich nur, woher wir wissen künnen, dass die Sehlnssgleichung 
wirklich eine Wnrzel hahe? Ob es nirht eintreten kiinne, dass 
weder dieser Schlnssgleichung' noch der vorgelegten irgend eine 
Grüsse im ges:1mmten Bereiche dcr reellen und imaginären Grös-
sen genüge? Uebrigens werden Saehkundigc leicht erkennen, 
dass diese Sehlussgleichung mit der vorgelegten nothwendiger-
welse vollkommen idcntiseh sein wird, faUR die Hechnung 
ordnungsgemäss dnrehgefiihrt i;:;t; denn naeh der l~limination der 
Unbekannten (i, ,', ... muss die Gleiehung 
a
"
< + A Ci /J/ - 1 + J] (( 111 - - 2 + .. , + jlI = 0 
zum VorsdlCin kommen. ~och mehr iiber (liese 8eltluf\swei,;(~ 
zu sagen ist nicht nothwellllig. 
Einige Schriftsteller. welehe wohl die 8ehwiiche l1iespr Me-
thode erkannt haben mögen, nehmen es gewissermaassen als 
Ax i 0 m an, dass jede meichung wirklich, wrnH keine möglichen, 
so doch unmögliche Wurzeln besitze. Was sie unter mögli(']wn 
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oder unmöglichen Grössen verstanden wissen wollen, haben sie 
wohl nicht klar genug auseinandergesetzt. Soll der Ausdruck 
»)mögliche Grössen(( dasselbe bedeuten wie reelle, »umnögliche q 
dasselbe wie imaginäre, dann darf jener Satz als Axiom keines-
falls zugelassen werden, sondern er bedarf nothwendig eines 
Beweises. Doch scheinen die Ausdrücke nicht in jenem Sinne 
genommen zu sein; vielmehr möchte der Sinn des Axioms so ge-
fasst werden müssen: »Obgleich wir noch nicht sicher sind, dass 
es nothwendig rn reelle oder imaginäre Grössen giebt, welche 
irgend einer gegebenen Gleichung rn ten Grades genügen, so 
wollen wir dies doch zunächst annehmen: denn sollte es sich 
treffen, dass nicht so viele reelle und imaginäre Grössen gefun-
den werden können, dann bleibt uns ja der Ausweg offen, zu 
sagen, die übrigen seien unmöglich.« Zieht man es vor, .diesen 
Ausdrnck zn gebrauchen, statt einfach zu sagen, die GlelChung 
habe in diesem Falle nicht so viele Wurzeln, so habe ich nichts 
dagegen; jedoch wenn man dann mit diesen unmögliche~ ,:ur-
zein so verfährt, als ob sie etwas "Wirkliches seien, und bClspIels-
weise sagt, die Summe aller Wurzeln der Gleichung x!ll + A:rl /1-1 
+ ... = () sei = - A, obschon unmögliche unter ihnen sind, 
(das lteisst eigentlich: wiewohl einige fehlen), so kanulCh 
dies durchaus nicht billigen. Denn in solchem Sinne zugelassene 
unmögliche \Yurzeln sind gleichwohl Wurzeln, und dann darf 
jener Lehrsatz ohne Beweis keinesfalls zllgegellen werden; fer-
ner dürfte man dabei wohl auch fragen, ob nicht Gleichungen b~~ 
stehen können, welche nicht einmal unmögliche Wurzeln haben. 
") Unter einer imaginären Grösse verstehe ieh hier immer eine in 
der "Form a + b y=-=i enthaltene Grösse, solange b nicht = 0 ist. In 
diesem Sinne ist jener Ausdruck von allen Mathematikern ersten Ran-
ges stets angenommen worden; und, wie ich glaube, darf mnn denen 
nicht folgen, welche die Grösse a + () -V -=-1 nur dann iu:aginär ,nen-
nen wollten, wenn a = 0 ist, unmiiglich jedoch, wenn a mcht g!C!ch I! 
iHt; denn diese Unterscheidung ist weder nothwendig noch von Irgen([ 
welchem Nutzen. Sollen imaginäre Grössen überhaupt in der ~J?a­
IJ:sis beibehalten werden, (was aus mehreren Gründen, wel~he frC!h~h 
hmlänglich sicher gestellt werden müssen, richtiger erschemt, als .~lC 
zu verwerfen,', dann müssen sie nothwendiger \Veise fiir ebenso mog-
lieh wie die reellen Grössen gelten' deßhalb möchte ich reelle und 
imaginäre unter der gemeinsamen' Bezeichnung von m ö gl ich e n 
Grössen umfassen; unmöglich würde ich dagegen eine GrösBe 
nennen, welche Bedingungen zu genügen hätte, denen auch nach Zu-
lassung imaginärer Grössen nicht genügt werden kann; so also, dass 
dieser Ausdruck dasselbe bedeutet als wenn man sagt, dass eine 
solche Grösse im ganzen Grüssenbereiche nicht bestehe. Ich möchte 
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4. 
Bevor ich die Beweise durchgehe, welche andere Mathema-
tiker von unserem Lehrsatze geliefert haben, und angebe, was 
mir in den einzelnen nicht einwurfsfrei erscheint, bemerke ich, 
dass es genügt, wenn nur gezeigt wird, dass jeder Gleichung 
eines beliebigen Grades 
.Tm + Ax lli - 1 + Bx m- 2 + ... + 31 = 0 
oder X = 0, (wo wir die Coefficienten A, B, ... fr1 als reell 
annehmen I , mindestens auf eine Art dnrch einen \Verth des x 
von der Form a + b Y~l genügt werden kann. Es ist n~m­
lieh bekannt, dass X dann durch den reellen Factor zweIten 
Grades x 2 - 2 ax + a2 + b2 theilbar ist, wenn b nicht = 0 wird, 
und durch den reellen linearen Factor x -a, wenn b = 0 wird. 
In beiden Fällen wird der Quotient reell und von geringerem 
Grade als X sein; und da derselbe aus gleichem Grunde einen 
reellen 1<'actor ersten oder zweiten Grades haben muss, so wird 
offenbar durch die Fortsetzung dieses Verfahrens die Function X 
aLer nicht zulassen, dass man hieraus eine ganz besonder~ .GrÖssen-
art bilde. Wenn Jomand sagt, ein geradli!liges, glei~hBeltlges. und 
rechtwinkliges Dreieck sei unmö!l'lieh, so WIrd ~.e~ NIemand. w~der­
sprechen. Will man dagegen em solches unmog,lIches. DrClecl, als 
eine neue Dreiecksart betrachten und andere 1?reIecksClgenscha~ten 
auf dieses anwenden so wird Jeder dies Hicherhch finden! Das hClsSt 
mit Worten spielen ~der vielmehr Missbrauc~ treiben. -. Und doch 
haben auch schon die bedeutendsten MathematIker WahrheIten, welche 
die Möglichkeit der Grüssen, auf die sie sich beziehen, v(~raussetzen, 
auch auf solche angewendet, deren l\Wgliehk.eit noc!l z~vClfel.~a~t war. 
Wenn ich es auch nicht leugne, dass derartIge FreIheiten haufig nur 
die Form allein und gewissermaassen die Einkleidung der Schluss-
folgerungen betreffen, welche ~er Scharfbl.ick .eines \\'ahrCl~ Mathe-
matikers schnell durchschaut, so 1st es doch ~IchtIger und der Erhaben-
heit der Wissenschaft würdiger, welche nut Recht als .das vollkom-
menste Beispiel von Klarheit und Sicherheit gerUlnnt ",.ud, da~s lllan 
solche Freiheiten entweder glinzlich verbannt, oder 8I.e Wel1l?R.~ens 
sparsamer und nie anders henutzt, als da, wo auch u?ll1der heuhte 
erkennen können, dass die Sache, vielleicht z.war wellIger k1ll'z auer 
doch ehen so streng, auch ohne jenes HUlfsmIttel behandelt werden 
könne. - Uellrigens will ich nicht in ~brlJde s~cllen, dass das, w=:ts 
ich hier gegen den l\Iissbraueh unmöghcher Grussen gesagt habe, III 
gewissCln Sinne a.ueh im~ginärell GrU~se~ entgeß'eng-e}~:tlt~n werden 
kann. Doch behalte ich mir die RechtfertIgung dIeser Emfllhr~~?g ~o­
wie eine eingehende Auseinandersetzung dieser ganzen Sache fm eme 
andere Gelegenheit vor. 
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schliesslich in reelle Factoren ersten oder zweiten Grades zerlegt 
werden, oder, wenn man statt der einzelnen reellen Factoren zwei-
ten Grades lieber je zwei lineare imaginäre verwenden will. in 
In lineare Faetoren. 
5. 
Den ersten Beweis des Satzes verdankt llIan dem berühmten 
Geometer d' Alembert: Recherches sur le ealeul integral, Histoire 
de l'Acad. deBerlin, Annee 174(j. S. l~2 ff. Derselbe findet sich 
bei Bougainville, Traite du ealcul integral, :\ Paris 1754. S. 47ff. 
Die hauptsächlichen Punkte seiner :Methode sind die folgenden. 
Zunächst wird gezeigt: Wenn irgend eine }<'unction X der 
Veränderlichen .1: für x = 0 oder für .T = 00 yerschwindet und 
für einen reellen Werth von x einen unendlich kleinen, reellen 
.. . , 
posltlven W orth annehmen kann, so wird sie für einen reellen 
oder unter der Form p + q V-- 1 enthaltenen imaginären W erth 
von .T auch einen unendlich kleinen, reellen, negativen Werth 
annehmen können. Denn wenn n deli unendlich kleinen Werth 
von X und ([/ den entsprechenden Werth von x bedeutet, so soll 
sich w, wie ,?,ebauptet wird, durch eine stark convergente Reihe 
an(l· + b niJ + c ni' + ... ausdrücken lassen, in welcher die 
Exponenten Ci, (1, y, '" rationale besHindiO' wachsende Grössen 
. '"selCn, welche folglich wenigstens in gewisser Entfernung vornAn-
fange positiv werden und alle Glieder in denen sie vorkommen, 
nnendlich klein machen. Gäbo es n~ter all' diesen Exponenten 
keinen, welcher als Brnch mit geradem Nenner auftritt, dann 
würden alle Glieder dieser Reihe sowohl fiir einen positiven wie 
für einen negativen Werth von S2 reell werden; kämen jedoch 
unter jenen Exponenten Brüche mit geradem Nenner vor, so sei 
es klar, dass für einen negativen Werth von S2 die entsprechen-
den Glieder in der Form p + q V- 1 auftreten. Wegen dei' 
Convergenz der unendlichen Iteihe genti.O'e es aber im erstoll 
Falle das erste, d. h. grösste Glied aUcln beizubehalten, im 
zweiten Falle brauche man nicht über dasjenige Glied hinaus-
zugeh~n, welches zuerst einen imaginären Theil liefert. 
Mltteb ähnlicher Schlüsse könne man zeigen dass wenn X d h' , , 
urc emen reellen Werth von .T einen unendlich kleinen ne-
gative~ Wert~ annehmen kann, jene Function dann auch einen 
unendlich kIemen positiven Werth annehmen könne, indem man 
dem x entweder einen reellen oder einen imaO'inären Werth der 
Formp+qY - 1 gebe. " 
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lIierans wird weiter geschlossen, dass es im ersten Falle 
einen negativen, im zweiten einen positiven endlichen \Verth gebe, 
den X für einen in der Form p + q V -I enthaltenen imagi-
niiren Werth von x annimmt. 
vVenn folglich X eine derartige Funetion von x ist, dass sie 
für den reellen Werth 'V von x den reellen Wert11 V annimmt, 
und aussenlem für einen reellen \Verth von .1: auch einen reellen 
Werth, der nur unendlich wenig grösser oder kleiner als V ist, 
so könne dieselbe anch einen um eine unendlich kleine und tlann 
auch um eine endliche Grösse geringeren bez. grösseren Werth 
als Vannehmen für einen gewissen unter fler Form p .+ q V - l 
stehenden Werth von .1:. Dies folgt sofort ans dem Vorangehen-
den, wenn man für X einsetzt V + Y und ebenso für x. '0 + y. 
Endlich behauptet cl' A1emuerf das Folgende : Wenn X ir-
gend ein Intervall zwischen zwei reellen Grü~sen R, S vollstän-
dig durchlaufen kann, (d. h. wenn X die \Yerthe R, 8 sowie alle 
reellen zwischen ihnen liegel1l1en \Yerthe annehmen kann', in-
dern man dem x stets \Verthe von der Form l' q v'=-t giebt, 
daIm könne die Function X IIoch Ulll jede reelle endliche Grii~se 
vermehrt oder vermindert werden, !je nachdem ,,,. > H oder 
,\' < Rist), wiihrend x stets die Form fJ + q ~ -l hehiilt. 
Gübe es nämlich eine reelle Grösse l' (derart, (l:tss ,,\' zwischen 
C und 1t liegt; , welcher X für einen solchen Werth .I' nicht 
gleich werden kann, so müsste es nothendigerwei~e ein M a x i-
mum vonX geben (nämlich dann,wennS>R; ein}Iinimnm, 
dagegen, wenn 8< Rist), etwa T, welches durch einen Werth 
p + q V - 1 von x noch erreichbar ist; dann aber könne dem 
:l: kein Werth von ähnlicher Form beigelegt werden, welcher die 
Function X um das :l\Iindeste noch näher an U heranführt. Wenn 
man nun in der Gleichung zwischen X und.x für :l': überall 
p + q v'= 1· eintriigt und darauf sowohl den reellen Theil als 
denjenigen, welcher den Factor V- l besitzt, nach W cgIassnng 
dieses letzteren gleich Null setzt, so könne man ans den bcilll'1l 
entstehenden Gleichungen, (in denen ji, '1 und X nebst Con~tanten 
auftreten, durch Elimination zwei andere herleiten. in deren 
einer sich p, X nnd Constanten finden, während die andere VOll 
ji frei ist unü nur '1' X nnll I'onstanten enthält. Da aber X 
für reelle Werthe von p, q :l1le Wertlte VOll R bis ,",' durchläuft, 
so müsse nach dem Vorhergehenden X dem \Yertll C noch ge-
nähert werden können, wenn man den p, q Werthe (( + " Y - 1 , 
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1'1 + oV =-1 ertheilt. Dies gäbe .x = a - ö + (i' -±- ,I V-i. 
d. h. wiederum einen '" ert11 von tler Form p + q Y -- I gegen die 
Yoraussetzung. 
Wird jetzt X als eine Fundion der Form .7,/11 + A.r lll - 1 
+ Bx rn - 2 + ... + jl"I vorausgesetzt, so sicht man leicht ein, 
dass dem x solche reellen Werthe ertlleilt werden können, ver-
möge deren X irgend ein vollstiindi~e~ Intervall zwischen zwei 
reellen Werthen durchläuft. Deshalb kann x auch einen solchen 
Werth der Form p + q V =--i" annehmen, welcher X = 0 macht. 
W. z. b. w.*) 
(j. 
Die gegen den cl' AlemlJert'schen Beweis etwa möglichen 
Einwände dürften auf das Folgende hinauslaufen. 
1. cl'AlemlJert hegt keinen Zweifel an der Existenz der 
Werthe von x, denen gegebene "Werthe von X entsprechen: 
er setzt dieselbe voraus, und sucht nur die F 01' m jener 
Werthe auf. 
So schwerwiegend an sich diesel' Vorwurf auch ist, hier be-
zieht er sich uur auf die Ausdrucksweise, und diese kann leicht 
so verbessert werden, dass er gänzlich hinfällig wird. 
2. Die Behauptung, dass f2 stets durch eine derartige gei he 
ausgedrückt werden könne, wie angenommen wird. ist sichel' 
falsch, wenn X auch irgend welche transcendente Function be-
deuten darf, (was d'Alembert mehrfach betont). Dies ist z. B. 
bei X = e~ oder bei.x = _1_"~ klar. Wenn wir aber den Be-
log X 
weis auf den Fall beschränken, in welchem X eine algebraische 
Function von x ist, was für unseren Zweck ausreicht, dann ist 
*) Es mag bemerkt werden, dass d'Alembert in seiner Darlegun;: 
dieses B.eweises geometrische Betrachtungen anwendet, indem e~ ~"\: 
als Abscisse, x als Ordinate einer Curve ansicht. (was glWZ der SItte 
aller Mathematiker aus der ersten Hälfte dieses Jahrhundert~ gemäss 
i~t, denen die ~ezeichnung der Functionen weniger geläufig wa~). Da 
SICh aber alle Jene Schlüsse im Wesentlichen nicht auf geometrIsche, s~ndern auf rein analytische Gruudsätze stützen, und. mög!i~!lCrwei~e 
dIe etwas gewagten Ausdrücke »imaginäre Curve ", ll!magmal:e Or~I­
na.ten (\ de~ heutigen Leser befremden können, so zog ich hIer eUle 
reIn analytische Form der Darstellung vor. Ich füge diese Anmer~ 
kung ~ei, da!Ilit Niemand bei der Vergleichung des d' Alernbert' schen 
BeweIses mit dieser gedrängten Auseinandersetzung auf den Ver-
dacht gerathen möchte, es sei etwas Wesentliches verändert worden. 
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die Behauptung yöllig richtig. -- Uebrigens führt d'Alembert 
nichts zur Bekräftigung seiner Annahme an; Bougain-cille setzt 
voraus, X sei eine algebraische Function von x, und empfiehlt 
zur Aufstellung der Reihe das Newton'sche Parallelogramm. 
3. Die unendlich kleinen Grössen werden in freierer Weise 
benutzt, als es mit der mathematischen Strenge verträglich ist, 
oder als es wohl zn unserer Zeit, (wo jene Grössen mit Recht 
misstrauisch angesehen werden), ein vorsichtiger Analytiker 
erlauben würde; ebenso ist der Sprung von .einem nnendlich klei-
nen zu einem endlichen Werthe von f2 nICht klar genug aus-
einandergelegt. Die Behauptung, dass Q auch irgend welchen 
endlichen Werth erhalten könne. darf wohl nicht aus der Mög-
lichkeit eines unendlich kleinen Werthe8 von !:2 erschlossen wer-
den: dieselbe folO't vielmehr daraus, dass bei einer hinreichend 
kleinen Grösse n° wegen der starken Convergenz der Reihe die 
AnniiheruIlO' an den wahren Werth von «) mit der Anzahl der bcibehaJten~n Glieder wächst: oder {lass der Gleichung, welche 
die Beziehung zwischen (j und 51 bezw. x und X liefert, um so 
schärfer O'enügt werde, je mehl' Glieder man, um (r) zu erhalten. vereinigt~ Diese ganze Schlnssweise erscheint aber zu. unbe-
stimmt, als dass irgend eine strenge Folgerung aus Ihr ge-
zoO'en werden könnte; ausserdem bemerke ich noch, dass c~ wi~klich !{eihen giebt, welche stets divergiren, wie kle~n a~ch 
der W crt11 der Grösse sei) nach deren Potenzen dIC I1;nt-
wickelung stattfindet, derart, dass man bei hinlänglich weitem 
Fortschreiten zu Gliedern gelangt, die grösser sind als jede be-
liebige gegebene GrÖsse. *) D~es tritt ~in) ~enn die CoefficiCl~~en 
der Reihe eine hypergeometnsche ReIhe bIlden. Deshalb hatte 
llothwendigerweise gezeigt werden müssen, dass im vorliegenden 
Falle eine solche hypergeometrische Reihe nicht auftreten kann. 
*) BeiHiufig will ich Lei dieser Gelegenheit ?emerken. dass. zu 
dieHen Reihen überaus viele gehören, welche beIm ersten AnblIck 
stn;'k convergent zu sein scheinen, z. B. der grösste The~1 derjelligt:n. 
welche Bub' im zweiten TheiIe seiner In s t. Ca I c. D I ff .. Cap. V l. 
dazu benutzt, die Summe anderer Ileihen so gema:l als .. möghel~ anZll-
""eben; 8. 441-474 (din übrigen Heihen S. 4Y5-.t, g kO~1l1ell wnklinh ~onv('rgiren.) l~s ist dies, soviel ich weiss, bIsher von NlCm:tn{!elll ll\'-
merkt worden. Deshalb ist es iibeI":ws wiinschenswerth, klar IlllII 
streng zu zeigen, warum derartige !leihen,. die zuerst $ehy stark, dann 
immer schwiicher und schwiicher convergiren, und ell.dl~ch mehr und 
mehr divergircn, trotzdem die Summe nahezu l!'emt~1 het~rn: falls Bur 
nicht zu viele Glieder genom1llen werden; uud 1I1 ""ll' weIt e.ll1e solche 
Summe mit Sicherheit für richtig angenommen werden darf. 
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Uebrigens glaube ich, dass (l'Alem&cl't hier nicht mit Hecht 
zu unendlichen Reihen seine Zuflucht genommen hat, da diesel-
ben wenig geeignet erscheinen, diesen fundamentalen Lehrsatz 
der Theorie der Gleichungen zu begriinden. 
4. Aus der Annahme. X kiinne den IVerth:S aber nicht den 
Werth U erhalten, folgt noch nicht, das~ zwischen ,\' IInll U ein 
Werth Tliegen müsse, den X erreichen aber nieht iiJJerschreiten 
kann. Hier ist ein Fall übersehen: es wäre niimlich noch miig-
lieh, dass zwischen Sund U eine Grenze gelegen ist, welcher 
sich X beliebig nähern kann, ohne sie je(loch je zu erreichen. 
Aus den von d'Alembert angeführten Gründen folgt nur, dass X 
jeden Werth, welchen es erreicht, noch um eine endliche Grösse 
überschreiten kann . Wenn es also etwa = S wird. so kann es 
noch um eine endliche Grösse n vermehrt werden:' dann kann 
ein neuer Zuwachs !X hinzutreten, llann eine weitere Vermeh-
rnng fl" n, s w, Es giebt aber keinen letzten Zuwachs, so viele 
auch immer schon hinzugefügt sind, sondern es kann stets noch 
ein neuer hinzutreten. Allein obwohl die An z ah I der mög-
lichen Vermehrungen unendlich ist, so kann es doch wirklich 
vorkommen, dass bei beständiger Abnahme von D,!.!',!!" u. ~. w. 
die Summe'" + n + n' + D" + . " eine gewisse Grenze nie-
mals erreicht, so viele Glieder aueh genommen werden. 
Dieser Fall kann zwar nicht eintreten, wenn "\': eine ganze 
algebraische Punction von x bedeutet, doch muss jene Methode 
ohne den Beweis, dass dies nicht geschehen kiinne, für unvoll-
ständig erklärt werden. Ist aber X eine transcendente od('r ~Uleh 
nur eine gebrochene algebraische Function, dann kanll jeller 
Fall allerdings eintreten, z. B. stets, wenn irgend einem Werthe 
VOn X ein unendlich grosseI' Werth von x entspricht. Dann wird 
wohl die d'Alembcrt'Bche Methode nicht ohne grosse Umwege 
und in gewissen l"ällen vielleicht überhaupt nicht auf unzwei-
felhafte Grundlagen gestützt werden können, 
~\ us diesen Gründen vermag ich den cl' Alemberf' sehen Beweis 
nicht für ausreichend zu halten. Allein das verhindert nicht, dass 
mir der wahre Nerv des Beweises trotz allel' Einwürfe unberührt zu 
sein scheint: ich glaube nicht nur, dass man auf dieselben Grund-
lagen (freilich in ganz verschiedener Weise oder doch wenigstens 
mit grösserer Umsicht) einen strengen Beweis unseres Satzes auf-
bauen, sondern auch, dass man VOn ihnen aus Alles ableiten kann, 
was sich für die Theorie der tr an sc end e n t en Gleichungen nur 
wünschen lässt. Diesen wichtigen Punkt werde ich bei anderer Ge-
legenheit ausführlich behandeln. V gI. inzwischen weiter unt. § 21. 
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7. 
:Kach d'Alem&c}'t veröffentlichte Euler seine Untersuchu~­
O'en über denselben Gegenstand: He c her c h es s ur, I e S l' a c 1-~es imaginaires des (~quations, fIist. de IAcad, de 
Berlin A. lH\l, S. 22:{ ff. Er gieht hier zwei Methoden; das 
IVesentliche der ersten besteht in Folgendem. . 
Zunächst versucht Eule)' zu beweisen, dass, wenn 'in eIne Po-
tenz von2 bedeutet, die Function x 21/1 + Bx21Jl - 2 + .cx2m-:~{ 
+ ... + "~[ = X, in welcher der Coefficient des ZWeIten .~he­
des = 0 ist, stets in zwei reelle Fact?re~ zerlegt ,;erden konne, 
in denen x bis zum 'in ten Grade aufsteIgt. Zu dwsem Zwecke 
nimmt er zwei Factoren an 
,r ln _ ux ln - 1 + axlll - 2 + (lxm- ö + ... 
und .'t1ll + ux lli - j + }.x1ll - 2 + /lX Ill -:l + '.', 
in denen die Coefficienten /I, CI, rl, ... J., ,1/ .... noch ~nb.ekan~t sind, 
und setzt ihr Product der Function X gleich. DIe V er~lC!ehung 
der Coefficienten liefert 2m - 1 Gleichungen, und es Ist offen-
bar nur der Beweis zu liefern, dass den Unbekannten u, CI, (l, 
." I"~ ,1/, .. , , deren Anzahl auch 2m.- 1 ,ist.' sole;lC re~l~,e~ 
IYerthe beigelegt werden kiinnen, dass .Jene GlClchunben befne 
diO"t werden. Nun wird zuerst u als bekannt llnges:hell, ~o dass di~ .Anzahl der Unbekannten um eine Einheit gen~lger Ist, als 
die .Anzahl der Gleichungen. Verbindet man diese 1I1.p~ssender 
Weise nach den bekannten algebraischen lHethode.n I11Itell1and~r, 
so kann man, wie Euler behauptet, alle CI, (l, ' .. /., .~I, .••• ratIO-
nal und ohne Wurzelausziehung durch u und dIe Coefficwnten 
B, C, ... ausdrücken; somit erhält man reelle Werthe! falls u 
reell wird. Andererseits jedoch können alle a, 11, '" I"~ ,ll, .. ~ 
eliminirt werden, so dass eine Gleichung U = 0 entsteht, w.o [ 
eine ganze Function allein von u und de~ be~annte~ ,C~effi?len-
t ··d Diese Gleichung nach der O"ewohnhchen F~hnllnatIOns-
,en WIl . b h \ b . t k t Methode wirklich aufzustellen, würde unge e~n:e .J. r el os ,en, 
wenn die vorgeleO'te Gleichung X = 0 von Clmgermaasse,n ho-
hem Grade ist· fitr unbestimmten Grad möchte es, nach J:ltler's 
. em TC1·the'I·le S .) '1!l O"mz unmöO'lieh sein. Aber luer ge-CIO'en u . , . _t <- , bC' n .. 
nltgt es, eine Eigenschaft jener Gleicl:l\n? zu kennen, d:\8s nam-
lich das letzte Glied in U. welches dIe li nbekannte I.i mcht ent-
hält neO"ativ sein muss. Hieraus lässt sich l~ekannthc~l folgern: das~ dieb Gleichung mindestens eine reell~ V\i urzel he~Itzt, odeI, 
dass u und weiterhin also auch a, (1, ". 1., ,1/, .. ' wemgstens auf 
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eine Art reell bestimmt werden können. Jene Eigenschaft nun 
lässt sich durch die folgenden Ueberlegungen darthun. Wenn 
x
m 
- U x m- 1 + a xll!- 2 + ... als Factor der Function X voraus-
gesetzt wird, so muss u die Summe von m Wurzeln rler Gleichung 
X= 0 werden; so oft man also aus 2 m Wurzelnm herausgreifen 
kann, so viele Werthe muss u haben, d. h. nach den Grundregeln 
d C b' t' h 217/(2171- I) (2lJl-21 .. . (m -I- I). er om lila IOnsrec nung 1 .). ___________ _ 
. _ .. l ... m 
Ich übergehe den leichten Beweis dafür dass diese Zahl stets 
ungeradmal gerade wird; wird sie also ' 2 k gesetzt, so ist die 
Hälfte k ungerade. Die Gleichung U = 0 erhält den Grad 2 k. 
Da aber in der Gleichung X = 0 das zweite Glied fehlt so ist 
die Summe aller 2 m Wurzeln gleich 0; folglich muss, w~nn die 
Summe von.m derselben gleich + p wird, die Summe der übri-
gen - p S~11!, d. h. wenn + p zu den Werthen von 7t gehört, 
dann gehört auch - p zu denselben. Hieraus schliesst Euler, 
U sei das Product aus k quadratischen Factoren der Form 
1t.~ - p.\ u2 - q2, u2 - 1'2, ... , wobei + p, _ p, + q, _ q, ... 
sammthche 2k Wurzeln der Gleichung U = 0 geben. Es muss 
folglich, weil die Anzahl dieser Factoren ungerade ist. das letzte 
Glied von U gleich dem mit negativen Zeichen versehenen Qua-~rate des Products p q r . " sein. Dieses Product p q1' '" lässt 
sICh stets aus den Coefficienten B, C, ... rational bestimmen; es 
wird folglich eine reelle Grösse und das mit neO'ativem Zeichen 
, " behaftete Quadrat desselben daher sicherlich eine negative Grösse 
werden. W. z. b. w. 
Da diese bei den reellen l<'actoren von X den Grad m haben, 
und m eine Potenz von 2 ist, so kann jeder von ihnen aus glei-
chen Gründen wieder in zwei reelle Factoren des Grades .J,m 
zerfällt werden, und da man durch wiederholte HalbierunO' der 
Zahl m endlich auf die Zahl 2 kommt so. kann man off~nbar 
durch die Fortsetzung dieser Operation ~ndlich X in reelle Fac-
toren zweiten Grades zerlegen. 
Liegt jedoch eine Function vor in welcher das zweite Glied 
nicht fehlt, etwa x 2m + Ax 2m - 1 + Bx2m-2 + ... + M, wo 
auch jetzt 2 m eine Potenz von 2 bedeutet so O'eht diese durch 
, " 
die Substitution x = y - ~ in eine ähnliche Function ohne 
2m 
zweites Glied über. Hieraus lässt sich leicht schliessen , dass 
auch jene Fuuction in reelle Faetoren zweiten Grades zerleg-
bar sei. 
ra tionaler ganzer Functionen. J5 
Ist endlich eine Function nten Grades vorgelegt, wo n keine 
Potenz von 2 bedeutet, dann sei die nächst höhere Potenz von 
2 gleich 2 m; die vorgelegte Function werde d~n~ ;nit 2 m - n 
beliebigen reellen Factoren ersten Grades multJphClr.t. Aus der 
Zerlegbarkeit dieses Products in reelle FactOl'en ZW~ltCl~ Grades 
schliesst man leicht, dass auch die vorgelegte FnnctlOn m reelle 
Factoren zweiten oder ersten Grades zerlegbar sein müsse. 
8. 
GeO'en diesen Beweis lässt sich einwenden: 
l. Die Regel, gemäss welcher Euler schliesst, aus 21~ - 1 
GleichunO'en mit 2 m - 2 Unbekannten CI, ("J, ... A, l'., ... hessen 
sich alle ~'ational bestimmen, ist durchaus nicht allgemein, son-
dern bie lässt sehr häufig Ausnahmen zu. Wenn man z. B. in § 3 
irgend eine der Unbekannten als bekannt a~sie~t,. und die ~bri­
gen durch diese und durch d~e gegeben.en CoefficlCnten rat~onal 
auszudrücken versucht, so wnd man lmcht finden, das S01 l~n­
möO"lich' keine der Unbekannten könne anders als durch eme G!eichu~g (m - ,., ten Grades bestimmt werden. In diesem Fal~e 
lässt sich freilich von vorn herein erkennen, dass es nothwendlg 
so kommen musste: doch könnte man mit Recht fragen, ob es 
sich nicht für einige Werthe von In im vorliegenden Falle eben-
so verhalte so dass die l;nbekannten Ci, I]' ... )., /,, .. , aus u, 
B, C, ... 'nur durch Gleichungen von vielleicht höh~rem als 
dem 2 m ten Grade bestimmt werden können. Für den I, all dass 
X = 0 vom vierten Grade ist, giebt EuTer die rationalen Werthe 
der Coefficienten durch II und die gegebeuen Coefficienten an; 
dass dies aber auch bei allen höheren Gleichungen möglich sei, 
bedurfte unbedingt einer eingehenden Darlegung. - U ebrigens 
scheint es der Mühe werth zu sein, jene Formeln, welche a, ("J, •.• 
rational durch u, B, C, . .. ausdrücken, tiefer und ganz allg~­
mein zu untersuchen. Hierüber und über weitere zur Theol'le 
der Elimination gehörige Gegenstände, einen nicht im mindesten 
erschöpften Gegenstand, gedenke ich mich bei einer anderen 
Gelegenheit ausführlicher zu verbreiten. . 
2. Selbst wenn aber bewiesen wäre, dass für .Jeden Grad der 
Gleichung X = 0 Formeln gefunden werden können, welche 
a, ("J, .•. X, /,, ... rational durch 11, B,. C, '" ausdrücken, so 
steht es doch fest, dass für gewisse bestImmte W erthe der Coef-
ficienten B, C, ... jene Formeln n nb e st i m m t werden kön~en : 
dann ist es nicht allein unmöglich, jene Unbekannten ratIOnal 
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durch u, B, (J, '" darzustellen, sondern es giebt in WaJll'heit 
auch Fälle, in denen einem reellen ". erthe Von 11 keine reellen 
W erthe von a, (1, ... X, /1, '" entsprechen. Zur Bestätigung dieser 
Behauptung verweise ich der Kürze halber den Leser auf die 
Euler'sche Abhandlung selbst. in welcher S. :2:{G die Gleichung 
vicrten Grades ausführlicher behandelt ist. Hier sieht Jeder 
sofort, dass die Formeln für die Coefficienten u, (1, ... unbestimmt 
werden, wenn C = 0 ist, und für u der Werth 0 genommen wird; 
ferner dass die Werthe derselben nicht allein olme Wurzelaus-
ziehung nicht angegeben werden können, sondern dass sie, falls 
B2 - 41) negativ ist, nicht einmal reell sind. Freilich hat in die-
sem Falle u noch andere reelle Werthe, denen reelle Werthe von 
u, 11 entsprechen, wie man leicht erkennt: doch könnte man 
fürchten, dass diese Beseitigung der Schwierigkeit, (welche Euler 
überhaupt nicht berührt), bei höheren Gleichungen viel grössere 
Mühe kostet. .Tedenfalls darf diese Frage bei einem genauen 
Beweise durchaus nieht mit Stillschweigen übergangen werden. 
:L Euler setzt stillschweiO'end voraus. die Gleichung X = 0 
besitze :2 m Wurzeln, und e; setzt die Summe derselben = 0, 
weil das zweite Glied in X fehlt. Wie ich eine solche Freiheit 
beurtheile, deren sich alle algebraischen Schriftsteller bellienen. 
h:lbe ich schon oben § :1 auseinandergesetzt. Die Annahme, dass 
dIe Summe aller Wurzeln einer GleichUII'" dem ersten Coefficien-
t . " en illlt geändertem Zeichen gleich sei, lässt sich unr auf Glei-
chungen anwenden, welche Wurzeln h~ben: da nnn aher durch 
diesen Beweis selbst unumstösslich dargethan werden soll, dass 
die Gleichung X = 0 wirklich Wurzeln habe, so scheint es nicht 
erlaubt, die Existenz derselben vorauszusetzen. Ohne Zweifel 
werden diejenigen, welche das Trügerische der Schlussweise 
n?ch nicht durchschaut haben, die Antwort geben: h i e l' soll e 
nIcht bewiesen werden, dass der Gleichung X= 0 
gen iigt werde n kö nne, I. denn der Ausdruck sie hbe Wur-
zeln, will nichts anderes sagen), sondern n~r, dass ihr 
durch Werthevonx, dieinderJ<'orma+bV_l auf-
treten, g eniigt werd en kö nn e; jene s werde als Grund-
satz vorausgesetzt. Da man sich aber ausseI' reellen und 
imaginären Grössen a + b V -1 keine anderen Grössen-Formen 
vorstellen kann, so ist es nicht ganz klar, worin sich das, was 
bewiesen werden soll, von dem unterscheidet, was als Grundsatz 
angenommen wird; ja sogar, wenn es möglich wäre, noch andere 
Grössen-Formen auszudenken, etwa die Formen F; F', F", " . 
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so dürfte doch nicht ohne Beweis zugestanden werden, dass 
jener Gleichung entweder durch einen reellen Werth VOll x genügt 
werden könne oder durch einen von der Form a + b V -1, 
oder von der ~'orm F, oder F' u. s. w. Deswegen kann jener 
Grundsatz nur folgenden Sinn haben: .Tede Gleichung kann be-
friedigt werden entweder durch einen reellen Werth der Un-
bekannten, 0 der durch einen imaginären der Form a + b Y -1, 
ode l' vielleicht durch einen Werth von anderer noch unbekann-
ter Form, 0 d er durch einen Werth, der überhaupt unter keiner 
Form enthalten ist. Wie aber solche Grössen, über die wir uns 
nicht einmal eine Vorstellung bilden können - wahre Schatten 
yon Schatten - snmmirt oder multiplicirt werden sollen, das 
lässt sich bei der in der :Mathematik stets geforderten Klarheit 
sicher nicht verstehen *, . 
U ebriO'ens will ich die nichtigkeit der Sehlüsse, welche EIlTe1' 
aus seine; Annahme zieht, durch diese Einwürfe nicht im min-
desten yerdiichtigcn: es steht für mich yiellllchr fest, dass dm:ch 
('ine wedel' schwierige, noch von der Euler'scllüll sehr yerRel~~e­
delle Methode dieHelhen so bewiesen werden können, da,;g }\ Ie-
mandem auch nur der geringste Z',weifel hleiben kann. leh tadle 
nur die F 0 l' lll, "'elche 'zwar hai der Au ffi n du n g nellor ". ahr-
heitcn VOll grossclIl Nutzen sein kann, aher bei de,r Yel'Mt'cntli-
chnng von Be w eis e n nicht gcstattet werden dart. 
J. Euler führt iiberhaupt nil'hts znr Begründung der 131'-
hauptnng an, dass das Product JJIj1' ... dureh die Coeffil'ieI~tcll 
in X ra ti 0 nal bestimmt werden könne. AHm;. was er lucr-
über bei Gleichungen vierten Grades auseillandcr~etzt, ist 
Folgendes: (hier sind a, lJ, c, b die 'Wurzeln der yorgelegten 
GleiclnmO' :1'4 + Bx 2 + Cx + j) = 0) . 
)) Man" wird mir ohne Zweifel eiInverfen, ich hätte lller yor~ 
ausgesetzt. dass die Grösse P Ij l' reell und ihr Quadrat p21j21'_ 
positiv wäre; dies war noch zweifelhaft, da die 'Y nrzelll 11, 0, C. b 
--*-) Dies~~anze Sache wird durch.eine ~ndere Unte~'sllclllll~g, ,wel~l~e 
Ilcmu:iehst vcriitTentlicht werden wIrd, lllS rech tc LICllt g~~eti\,t, Ich 
hiitte Ilort bei einem weit verschiedenen, aber ?och .. ana!og-en ~ .p;!el~­
stande mir dmchaus mit <!Plllsellwll R~]('hte ellle ahnhehe ~. rc;hl'lt 
nehlIIen kiilllll'n, wie C8 hier bei den (;Ie~chllngen alle Allalytlk~'r ge-
thall hauen. Or)\\'I)lll ich ahel" mit I \iilte Rolcher Allna~~lIll'lI üle Be-
weise mehrerer Siibe mit welligl'lI WorteIl hiltte l~htll~\ll kOllllp.n, .wp!che 
ohne dieselben recht selm'ierig \rerdell IIIHI ilwJe.I\1Rt('." }1.nltHlillttel 
fordern, so zog ich es duch \'01", jl'lIe Allnahl~l~ll \"ulhg- hl'l S.'~.t(' zu l.:~~­
sell" und ich hoffe, dass ich 11m Wenige zutnetlcll g'eoltellt hattt', \rare 
ich ~Ier Methode der Analytiker gefolgt. 
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imaginär waren, und es wohl eintreffen könnte, dass das Quadrat 
der aus ihnen zusammengesetzten Grösse p qr negativ wäre. Hier-
auf antworte ich, dass dies niemals eintritt; denn welche imagi-
näre Grössen die Wurzeln 0, 0, c, b auch sein mögen. so weiss man 
doch, dass 0 + 0 + c + b = 0 ; 00 + 0 C + 0 b + 0 c + 0 b + c b 
=B; ooc+ oob+ocb+ocb=-C'): 06cb=lJsein 
wird, wo diese Grössen B, C, D reell sind. Da aber p = 0 + 0, 
q = 0 + c, r = 0 + b ist, so wird ihr Product p q l' = (0 + 0) 
(0 + c) (0 + b), wie man we iss, durch die Grössen B, C, lJ 
darstellbar uild wird folglich reell sein; dies haben wir auch 
wirklich bei p qr = - C und p2 q21'2 = C2 gesehen. Ebenso 
wird man leicht erkennen, dass bei höheren Gleichungen das-
selbe stattfindet: von dieser Seite her könnte man mir also keine 
Einwendungen ~achen.« Die Bedingung, dass das Product pqr 
'" I' a ti 0 n al durch B, C, ... bestimmt werden könne, fügt 
Euler nirgend hinzu, wiewohl er es stets stillschweigend anzuneh-
men scheint, da seine Folgerungen sonst keine Beweiskraft hät-
ten. Nun ist es ja richtig, dass, wenn man bei den Gleichungen 
vierten Grades das Product (0 + 0) (0 + c) (0 + b) entwickelt, 
02(0+0+c+b)+06c+oob+ocb+ocb=_ Cer-
haltcn wird, doch ist es nicht ohne weiteres klar. wie bei allen 
Gleichungen höheren Grades das Prodllct rational durch die 00-
efficielltcn bestimmt werden kann. ])c Fonccne.r: nahm dies zu-
erst wahr (~Iiseel!. phi!. math. 80e. Taurin. rr. r. p. 117); 
dabei llemerkt er mit Heeht, dass olme strengen Beweis dieser 
Voraussetzung die Methode alle Beweiskraft verlierc: er gesteht 
ferner ein, dass ihm derselbe recht schwer erscheine. und er 
giebt einen Weg an, den er vergeblich eingeschlagen habe **' . 
Gleichwohl lässt sich die Sache ohne Schwierigkeit durch fol-
gende Methode erledigen, deren Kernpunkt ich hier uur andeu-
ten kann: Obschon es bei den Gleiehungen vierten Grades nicht 
v?lIig klar liegt, da"s das Produet (0 + 0) (0 + c) (0 +b) durch 
(he Coefficienten B, C, 1) darstellbar sei, so erkennt man doch 
leicht, dass dasselbe Product auch = (0 + 0) r.o + c) (6 + b), 
ferner = (c+ 0) (c+ 0) (c+ b,. endlich = (b+ o)b+o)(b+c) 
*) Euler schreibt irrthümlich C; deshalb setzt er auch später un-
richtig pqr = C. 
**) .Bei dies~r Auseinandersetzung scheint sich S.118, Z.5 ein Irr-~hu!n elllfl"esehhchen zu haben. An Stelle von p (»mnn wählte nur die-J~llJgen~ III welche peinging etc.«) muss treten: »ebenfalls irgend ~Ine '" 11 rz e.1 der v orß'el e g:ten Gleich u ng« oder etwas Aehn-hches; denn Jenes hat kelllen Sllln. 
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, 
sei. Folglich wird das Product p q r der vierte Theil der Summe 
(0 + 0) (a + CI :0 + b) + (0 + a) (0 +, c) (0 + b 
+ (c + 0) (c + 0) (c + b) + (b + oi,b ~ 0) (b + cl, . 
welche bei ihrer Entwickelung eine ganze ratIOnale Funct~on der 
Wurzeln 0, 0, c, b wird, und zwar eine sOlche,. welc~e WIe m.an 
leicht von vorn herein erkennt, alle Wurzeln 111 gleIcher WeIse 
enthält. Derartige Functionen lassen sich stets rational durch 
die Ooefficienten der Gleichung mit den Wurzeln a, 0, c, b aus-
drücken. Dasselbe wird auch ersichtlich, sobald man das Pro-
duct p q l' unter die folgende Form bringt: 
~·(a+o-c-b) .!.a+c-o-b) .!(a+b-:-o-c): 
~s 'lässt sich leicht von vorn herein erkennen, dass b~I der .Ent-
wickelung dieses Products alle Wu.rzeln ?, 0,. c, b, 111 !?;leIcher 
Weise auftreten werden. Ein KundIger WIrd hIeraus leIcht er-
kennen, wie dies auf hühere Gleichungen ange,:endet we~den 
ss .. Die vollständiO'e Auseinandersetzung dIeses BeWeIses, mu ." . 1 ' den die Kürze hier durchzuführen nicht erlaubte, spare I~ I mIr 
zugleich mit einer ausführlichen Behandlung. der Func~lOnen, 
welche mehrere Veränderliche in derselben 'V eIse umsehhessen, 
fitr eine andere Gelegenheit auf. ... .. 
Ich bemerke übrigens, dass man ausseI' (hesen VIer EI~wur­
fen im Eulcr'sehen Beweise noch einiges ande.re Angrerrt:are 
findet; doch übergehe ich dies mit Stillsc~nvClgen, um mcht 
etwa als O'ar zu scharfer Kritiker zu ersehemen, zu~al da ~as 
Vorangeh:nde bereits hinlänglich zeigt, dass de~' BewCls, .:vemg-
stens in der von Euler vorgelegten Form, kemesfalls fur aus-
reichend angesehen werden kann. 
Später gab Euler noch einen anderen Weg an, um de~ Lehr-
satz für Gleichungen, deren Grad keine Potenz vo.n 21st, ~uf 
die Lösung solcher Gleichungen zurü~kzuf~hren, bel denen d,Ies 
zutrifft· da aber diese )Iethode über dIe GleIchungen, de~en Grad 
eine P~tenz von 2 ist, keine Auskunft giebt und ?berdles all~n 
früheren Einwürfen ansser dem vierten ausgesetzt 1st: genau ';Ie 
der erste allgemeine Beweis, so ist es nicht nöthig dIeselbe hIer 
ausführlicher auseinanderzusetzen . 
~I . 
In derselben Abhandlung bemüht sich Elller,. 8. :H;3,.unse-
ren Satz noch auf einem anderen W ege Z~l beweIsen. Hlrrvon 
ist der wesentliche Inhalt folgender: Bis ,letzt konnte zW,ar der 
analytische Ausdruck der Wurzeln einer grgebencn Glrrehllng 
~ ... 
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x rl + A xn -1 + B x rl - 2 + ... = I) noch nicht gefunden werden, 
wenn n> -! ist; doch scheint es, wie Euler versichert, festzu-
stehen, dass derselbe nichts anderes enthalten kann, als arith-
metische Operationen und Wurzelausziehungen , die freilich um 
so verwickelter ausfallen, je grösser n ist. 'Wird dies zugeooeben, 
dann zeigt Euler aufs beste, dass, so verwickelt auch die W~rzel­
zeichen auftreten, doch die Formeln stets einen in der Form 
],1 +.N -V -1 darstellbaren Werth liefern, wobei _ll, K reelle 
Grössen sind. 
Gegen diesen Schluss lässt sich einwenden, dass nach den 
Bemühungen so vieler und so bedeutender :Mathematiker überaus 
wenig Hoffnung bleibt, jemals zur allgemeinen Lösung algebrai-
scher Gleichungen zu gelangen, und dass die Wahrscheinlichkeit 
gross und grösser wird, eine solche Lösung sei überhaupt un-
möglich, sie berge einen Widerspruch in sich. Dies dürfte um 
so weniger paradox erscheinen, als das, was gewöhnlich 
Auflösung einer Gleichung genannt wird, wesent-
lich nichts anderes ist, als die Zuriickführung der 
vorgelegten auf reine Gleichungen. Denn die Lösung 
ruincr Gleichungen wird hier nicht gelehrt somlern vorau~ge-
'" 
set"t: weun mau die WUr7;el der Gleichung XIII = II durchr II 
alls([riickt, BO hat lllall sie durchaus nicht gelöst und nicht 
mehr gethan, al~ wenn man fiir l1iC 'VVurzel der GleichunO" 
,.11,+ ./ .1t- " , • .'" J ~·.1 1 + ... = () ll'gend em Zmchen erdenkt, und (he 
Wurzel diesem gleichsetzt. Freilich hahen die reinen Gleichuu-
gen vor allen anderen viel voraus, sowohl w(>O"en der Leichti<r-
keit, die Wnrzeln derselben durch Anniihcl'l~ng zu finden, :18 
wegen des eleganten Zusammenhange:> allel' ihrer Wurzeln unter 
sich, und deshalb ist es durchaus nicht zu tadeln dass die Ana-
lytiker die Wurzeln derselben mit einem beso~deren Zeichen 
v~rsehen h.aben;, allein daraus, dass sie dieses Zeichen zugleich 
illlt den anthmetlschen Zeichen der Addition Subtraction Multi-
plication, Division und PotellzerhebunO' unt~r der Bezei'chnuno' 
1 . I b '" ana ytlt\c leI' Ausdrückc zusammellO"efasst haben, folO't 
nicht im mindesten, dass die Wurzel jeder Gleichung durch di~­
selben darstellbar sei. :Mit kurzen Worten: es wird ohne aus-
reichenden Grund angenommen, dass die Lösuno- jeder Gleichuno-
auf die Lösung reiner Gleichungen zuriickO'efül~rt werden könne~ 
Vielleicht möchte es nicht so schwer sei~ die Unmöo-lichkeit 
schon für den fünften Grad in aller Streno-e ~achzuweise~' meine 
Untersuchungen hierüber werde ich an "'anderer Stelle a~lsführ-
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lieh mittheilen. Hier genügt es hervorzuheben, dass die allge-
meine, III diesem Sinne verstandene Lösung von Gleichungen 
noch sehr zweifelhaft ist, und dass also ein Beweis, dessen ganze 
Stärke von jener Annahme abhängt, beim augenblicklichen 
Stande der Sache von keinem Gewichte ist. 
10. 
Später schlug auch cle Foncenex, nachdem er den einen 
Mangel im ersten Euler'schen Beweise (siehe oben in § 8 den 
vierten Einwurf) bemerkt hatte, ohne ihn heben zu können, noch 
einen anderen Gang ein und veröffentlichte denselben in der 
oben erwähnten Abhandlung S. 120 . Derselbe besteht in Fol-
gendem. 
Vorgelegt sei eine Gleichung Z = 0, wo Zeine Function 
m ten Grades der lJnbekannten z bedeutet. Ist m ungerade, 
dann ist es bereits bekannt, dass diese Gleichung eine reelle 
Wurzel besitzt; wenn m jedoch gerade ist, dann versucht Fon-
cenex auf folgende Art "u beweisen. dass die Gleichung min-
destens eine Wurzel von der Form p + q r - 1 hat. Es sei 
m = 211 • i, wobei i eine ungerade Zahl bedeuten solL und es wird 
vorausgesetzt, z'l + uz + Al sei ein Theiler der Function Z. 
Danu ist jeder Werth von u die Summe zweier Wurzeln der Glei-
chung Z = 0, mit geilndcrtem Vorzeichen, so dass It gerade 
'!~J"!' --_!:.1 = m' Werthe haben wird; ist nun u durch die Glei-
1.2 
chung U = 0 bestimmt, wo U eine ganze Function von 1l und den 
bekannten Coefficienten in Z bedeutet, so wird dieselbe vom Grade 
m' sein. Hier sieht man leicht ein, dass Jn' eine Zahl von der 
Form 2n - 1i' wird, wo i' eine ungerade Zahl bedeutet. Sollte 
rn' noch nicht ungerade sein, so wird wiederum vorausgesetzt, 
dass u2 + U' u + ll1' ein Theiler von U wird, und aus ähnlichen 
Schlüssen folgt, dass Ir' durch eine Gleichung U' = 0 bestimmt 
" .' rn' (rn' - 1) , . 
we"de wo [j eme Funchon des Grades von 11 Ist. 
1 , 1 . 2 
rn' Irn' - 1) " ' "., Setzt man nun 1 . 2 = m , so Wird m ewe Zalll von der 
*) Im zweiten Bande der »11iscellanen« S: :\:17 si~d l'~rlällt~rnngen. 
zu dieser Abhandlung enthalten; doch bezIehen sie Sich 1I1cht aut 
die vorliegende Untersuchung, sondern auf die Logarithmen l1f'ga-
tiver Grössen, von denen in derselben Abhandlung die Rede war. 
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Form 2n - 2 • i", wobei i" eine ungerade Zahl bedeutet. Sollte Jn" 
noch ungerade sein, so wird angenommen u'2 + u" u' + M" sei 
ein Theiler der Function U', und u" wird durch eine Gleichuno' 
U" = 0 bestimmt, welche vom Grade m'" :;ein mal!;. wo m'" ein~ 
Zahl von der Form 2 n- 3 .i'" ist. Offenhar wird> in der Reihe 
der Gleichungen U = 0, U' = 0, U" = 0, '" die nte yon un-
geradem Grade, so dass sie eine reelle Wurzel besitzt. Der 
Kürze wegen nehmen wir n = :3, so dass die GleichunO' e" = n 
eine reelle Wurzel u" hat; es ist ja sofort ersichtlich, dass für 
je~en a~deren Werth von n dieselben Sijhlüsse gelten. Dann 
WIrd, wIe de Foncenex behauptet, der Coefficient JJl" durch u" 
und die Coefficienten von U', von denen man leicht einsieht dass 
sie ganze Functionen der Coefficienten von Z we.rden, oder' auch 
durch u" und die Coefficienten von Z rational darstellbar und 
folglich reell werden. Hieraus folgt, dass die Wurzeln der Glei-
chung u'~ + u" u.: + M" = 0 unter der F~rm P + q Y -1 auf-
treten; dIese genugen aber offenbar der GleIchung U' = 0 ; folg-
lich giebt e~ einen unter der J1~orm P + 1. V - 1 enthaltenen 
Werth für 'It. Ferner ist der Coefficient J[' (ähnlich wie ohen 
rational durch u' und die Coefficienten von Z bestimmbar. und 
f~lglich ist er auc~ v?n der Form P, + q Y - 1. Deshalb sind 
dlC Wurzeln der (xlewhung u2 + U u + J[' = IJ von derselben 
Form, und da dieselben auch der Gleichung U = 0 genügen, so 
t~esit~t diese Gl?ichun~ e~~e v~rurzel von der Form p + q Y . 1. 
En~hch folgt hIeraus III ahnhcher Weise, dass 111 dieselbe Form 
besItze, dass dasselbe bei einer Wurzel der Gleichung z2 + uz 
+~ = 0 stattfinde, und dass diese offenbar :mch der gegebenen 
GleIchung Z = 0 genüge. Folglich wird .iede Gleichung min-
destens eineJWurzel von der Formp + q 1- t besitzen. 
11. 
D.ie Einwürfe I, 2. :3, welche ich gegen den Euter'schen B~wels er~oben h~be (§ 8), gelten auch hier vollkommen, nur 
JUlt dem LnterschICde, dass der zweite Einwurf welchem der 
Euler'sche Beweis nur in gewissen besonderen' Fällen unter-
,,:?rf~n war, den vorliegenden in allen Fällen trifft. Man kann nam~lch von vornherein beweisen, dass, selbst wenn eine Formel vorhe~t, welche den Coefficienten M' rational durch u' und die 
CoeffiClenten von Z ausdrückt, diese doch für mehrere Werthe 
von u' nothwendig unbestimmt werden muss: ähnlich wird die 
rationaler ganzer Functionen. 23 
Formel, welche den Coefficienten M" durch n" liefert, für einige 
Werthe von u" unbestimmt u. s. f. Nehmen wir die Gleichung 
vierten Grades als Beispiel, so wird dies klar zu Tage treten. 
Wir setzen rn = 4 und bezeichnen die Wurzeln der Gleichung 
Z = 0 mit a, (1, 'I, Ö. Dann erkennt man, dass die Gleichung 
sechsten Grades U = 0 als Wurzeln - (a + fl), - (a + y), 
- (a + ö), - (ß + 'I), - (fl + 0), - ('I + 0) besitzen wird. 
Die Gleichung U' = 0 wird vom fünfzehnten Grade werden: 
ihre Wurzeln u' sind die folgenden 
2a+(1+r,2a+f:l+ ö, 2a+y+ö, 2ß+a+y,2fl+a+ö, 2fl+r+ö 
2y+a+;J, 2r+a+ö, 2y+fl+ö. 2ö+a+fl, 2ö + a+y, 2ö+/1+r 
a+/:l+y+ö, a+f1+r+o', a+(J+r+o. 
Da diese Gleichung von ungeradem Grade ist, so muss man 
bereits bei ihr Halt machen; in der That besitzt sie die reelle 
Wurzel a + ß + " + 0, (welche dem ersten Coefficienten in Z mi t 
O'eändertcm Vorzeichen gleich und also nicht nur reell, sondern so-~ar rational ist, wenn die Coefficienten von Z rational sind). Aber 
man sieht leicht ein, dass jede Formel, welche den Werth von 
111' durch den entsprechcnden Werth von u' rational ausdrückt, 
für u' = a + {l + 'I + 0 unbestimmt werdcn muss. Denn die-
serWerth wird eine dreifache Wurzel der Gleichung U' = o. 
und es entsprechen ihm nVel'the yonM', nämlich (a + 11; ('I + ö). 
\a + r; (.S+ 0) , (a + 0) (fl + 1' )' ~elche. SiiI!1mt~ich irr~tio~al 
sein können. Offenbar aber kann ell1e ratIOnale Ji ormel 1Il dIe-
sem Falle weder einen irrationalen Werth von 111', no eh drei von 
einander verschiedene Werthe liefern. Aus diesem Beispiele 
lässt sich znr Genüge ersehen, dass die Methode von de Foncene.7: 
nicht befriedigen kann, und dass, wenn man sie nach allen Rich-
tungen hin vollständig machen will, man viel tiefere Untersuchun-
O'en in der Theorie der Elimination anstellen muss. 
'" 
p 
Endlich behandelt La Grange unser Theorem in der Abhand-
lung: Sur la forme des racines imaginaires des l:qua-
tions; Nou v. Mem. de I' Acad. de Berlin 1772,. S. 222ff. 
Dieser O'rosse Mathematiker bemühte sich vor Allem, dIe Lücken 
in Eule~"s erstem Beweise auszufüllen, und wirklich hat er be-
sonders das, was oben § 8 den zweiten und den vierten Einwurf 
ausmacht, so tief durchforscht, das nichts Weiteres zu wünschen 
bleibt; abgesehen davon, dass vielleicht bei seiner vorausgehenden 
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Behandlung der Eliminations-Theorie. auf welche ~jch die gc-
sammte Untersuchung stützt, einige zweifelhafte Punkte zuriick-
b~eiben: - Den ?ritten Einwurf dagegen berührt er überhaupt 
mcht; Ja auch seme ganze Untersuchung ist auf der V()rau~­
setzung aufgebaut. jede Gleichung m ten Grades habe wirklich 
m Wurzeln. 
Nachdem wir 80 ordentlich und genau alles bisher Veröffent-
lichte erwogen haben. hoffe ich. das,; ein neuer auf viillig anderen 
Grundsätz~m beruhender Beweis unseres überau~ wichtigen S:ltzes 
den KundIgen erwünscht sein werde. Ich schreite znr Darle-
gung desselben. 
13. 
rIülj88atz. Bezeichnet m irgend eine positive 
ganze Zahl. so wird die Funetion sin rp.x ln - sinm(p. 
1'1Il-I X + sin (m- 1) rp. rl/l durch x 2- 2 cosrp. rx+ ,,2theil-
bar sein. 
Beweis. Für rn = 1 ist jene Function = 0 und also durch 
j~den beliebigen Factor theilbar; für m = 2 wird der Quotient 
sm rp, und für jeden höheren Werth wird der Quotient 
sin(p .. cw- 2+sin 2 (p. rx ln-:l + sin3 (P .r2 x ln - 4+ ... + sin (111-1) rp. )'1/1-2. 
Denn man beweist leicht, dass das Product aus dieser 1<'unction 
n~d aus x 2 - 2 cos (p. J'X +},2 der gegebenen Function gleich 
WIrd. 
t 4. 
H ü l j8 8 atz. S i n d cl i e G I' Ö S 8 e }' u n cl der W i n k e I (P 
so bestimmt, dass die Gleichungen 
J'lIlcos m(p +Arlll - 1 cos (m-I) (P +Brtll- 2cos(m- 2) IP+ ... 
(I' \ + Kr2 cos2rp + Lrcoslp + M = 0 
··lI!sl·nm +A 1Il-1 • . . 
, rp r sm(m-l) (p+B1'm-2smm-2) (p+ ... 
2) +Kr2 sin 2rp + Lrsin rp= 0 
b e s t e he n, d an n wir d die Fun ct i on x In + A x 111 - 1 
+ B m-',+ ::: - ... +Kx 2 +Lx+M=Xdurchdenqua-
dratIs c~en F.actor x 2 - 2 cos (P . rx+ 1'2 theilbar sein, fa.l.lsr~m(plllcht=O.ist; ist aber rsinep=O, dann 
wud dIeselbe FunctIon durch den linearen Factor 
.e - r cos ep t heil bar wer den . 
. B e wei~. I. Aus dem vorigen Paragraphen ergiebt sich, 
dass alle dIe folgenden Grössen durch x 2-2 coup x r + 1''1. 
theilbar sind; . 
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sin(p.rxln sinm(p.r1n x + sin(m-f'(p.r lJl + 1 
A sin Ip.1' ;z:m-l_ A sin (m-l) (P .rl/!-l x +A sin :m-2) (P .1'111 
Bsin(p.rxlll - 2-Bsin (m-2) Ip.r lll- 2x+Bsin (m-:~)(p.rl/l- \ 
J{ sin Ip. rx 2 
Lsin(p.rx 
llIsin (p. r 
-I1sin 2 (pf1x 
-Lsinlp.rx 
+ J{ sin rp . 1'3 
+ .ilIsin (- (p) . r. 
Folglich ist auch die Summe dieser Grössen durch .1: 2 - 2. 
cos Ip . r x + 1'2 theilbar. Die ersten Summanden der einzelnen 
Grössen geben als Summe sin (p. r X: die zweiten geben, wegen 
2' , summirt 0: dass ferner das Aggregat der dritten gleichfalls 
verschwinde, erkennt man leicht, wenn man (1) mit sin (P, (2.) 
mit cos (P multiplicirt und jenes Product von diesem subtrahirt. 
Daraus folgt, dass die Function sin Ip . r X durch x 2 - 2 cos (P 
)' ;'C + 1'2 theilbar ist, und also, wenn nicht r sin (P = 0 wird, 
auch die Fnnction X selbst. W. z. h. w. 
H. Sollte aber r sin If' = 0 sein, FO winl entweder r = 0 
Oller sin rp = O. Im ersten Falle wird jl~ = 0, wegen.i 1;1; ,also 
ist X durch.1: oder dnrch x - l' cos (P thCllbar. Im zweIten Falle 
wird cos (P = -+- 1, cos 2 (f' = + 1, cos:\ Ip = -+- 1 und all-
gemein cos n (P = cos (pli. Deshalb' wird wegen (1) X = 0 für 
.1' = l' cos Ir werden, und daher die Fnndion X dnrch ;c - 1'. 
co~ Ip tlteilbar sein. W. z. b. w. 
l[). 
Der vorhergehende Satz wird meistens mit Hülfe imaginärer 
Grüssen bewiesen, vergl. Euler: In tr 0 d. in .cl.. n al. In f. T. I. 
S. 110: ich hielt es der Mühe fitrwerth zu zeigen, wie er auf gleich 
leichte Art ohne Hülfe derselben abgeleitet werden könne. Hier-
dmch wird es jetztoffenbar , dass zum Beweise unseres Satzes nichts 
~\.nderes nöthig ist, als dass gezeigt werde: Ist irgend eine 
F nnction X von der Form xl/! + Axm- t + BxW - 2 + ... 
+ Lx + M gegeben, üann lassen sich l' und (p so be-
s tim m e n, das s die G lei eh u n gen (I) und \ 2) statt hab e 11. 
Denn hieraus folgt, dass X einen reellen Factor ersten oder 
zweiten Grades besitzt: l1ie Division llureh denselben liefert 
nothwendig eim>n reellen Quotienten geringeren Grades, welcher 
aus denselben Gründen wieder einen Factor erstm oder zweiten 
Grades haben wird. Durch die Fortsetzung dieses Verfahrell~ 
wird X endlich in reelle Factoren ersten oder zweiten Grades 
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zerlegt. Jenen Satz nun zu beweisen, ist das Ziel der folgenden 
Untersuchungen. . 
115. 
. Wir betra?hten eine. fe.ste unendliche Ebene (die Ebene der 
ZelChnung, Flg. 1) und In Ihr eine feste unendliche Gerade G C, 
die durch den festen Punkt C geht. Wir nehmen, um alle Strecken 
durch Zahlen ausdrücken zu können, eine willkürliche Läno-e 
als Einheit an, und errichten in einem beliebigen Punkte P d~r 
Ebene,. für welchen der Abstand vom Centrum C gleich rund 
der WInkel G C P = (p ist, eine Senkrechte, die gleich dem 
Werthe des Ausdruckes 
r
m 
sin m (p + A rm- 1 sin (m --l)cp + ... + L r sin (p 
ist. Diesen Ausdr~ck werde ich im Folgenden der Kürze halber 
stets durch T bezelChnen. Die Entfernung l' betrachte ich stets 
als positiv. und für Punkte, welche auf der unteren Seite der 
Axe liegen, muss der Winkel rf entweder als zwei Rechte über-
treffend oder, wa~ auf dasselbe hinausläuft, als negativ ange-
sehen werden. DIe Endpunkte dieser Senkrechten, welche für 
einen. positiven Wcrth von T oberhalb der Ebene, für einen 
negativen unterhalb, für einen verschwindenden in der Ebene 
selbst :mzunchmcn sind, bilden eine stetige, krumme, allseitig 
nnbegrenzte Oberfläche, welche ich der Kürze halber im Fol-
ge~den die er s tc 0 b e rflä ehe nennell werde. Durchaus in 
g~eJcher Weise I:löge auf dieselbe Ebene. dasselbe Centrum und 
dIeselbe Axe eIne andere Oberfläche hezoo-en werden deren 
Höhe über jedem Punkte der Ebene gleich " . 
l·
m COB mrp + Arlll - 1 cos (m-1)(t + ... + Lr eos rp + -,-lI 
sei; diesen Ausdruck werde ich der Kürze halber stets durch [-
bezeichnen. Auch diese Oberfläche wird stetig und allseitio- un-
begrenzt sein ;. ich werde sie von der obigen durch die Bez~ich­
nung als z w e I te 0 bel' f I ä ehe unterscheiden. Dann stellt sich 
unsere ganze Aufgabe oft'enbar so, zn beweisen, da~s es min-
destens ein~m Punkt ?,ebe, der zugleich in der Ebene, in der 
ersten und m der zweIten Oberfläche liegt. 
17. 
Man erkennt leicht, dass die erste Oberfläche zum Theil ober-
halb, zum Theil unterhalb der Ebene liegt j denn man kann ja 
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die Entfernung l' vom Centrum so gross annehmen, dass das 
erste Glied 1'711 sin m (P in T alles Folgende überwiegt: wird dann 
der Winkel (p passend bestimmt, dann kann dasselbe sowohl po-
sitiv als negativ werden. Deshalb muss die feste Ebene von der 
ersten Oberfläche geschnitten werden; diesen Schnitt der Ebene 
mit der ersten Oberfläche werde ich erste Linie benennen: 
sie wird also durch die Gleichung T = 0 bestimmt. Aus gleichen 
Gründen wird die Ebene von der zweiten Oberfläche geschnitten: 
der Schnitt bildet die durch die Gleichung U = 0 bestimmte 
Curve, welche ich z we i te Li ni e nennen werde. Eigentlich 
werden beide Curven aus mehreren Zweigen bestehen, die von 
einander völlig getrennt sein können, einzeln aber stetige Züge 
bilden. Ja, die erste Linie wird stets eine sogenannte reductible 
sein, da die Axe G C als Theil dieser Curve zn betrachten ist: 
denn welchen 'Yerth man dem l' auch beilegt, T wird stets = 0 
werden, wenn 'r = 0 oder = 1 SO" ist. Aber es ist vorzuziehen, 
die Gesammtheit aller Zweige, welche durch alle Punkte hin-
durchgehen, für die T = () iBt. als eine einzige Cun'e anzu-
sehen, wie dies in der höheren Geometrie auch allgemein Brauch 
ist; das Gleiche finde bei allen Zweigen statt, welche durch alle 
Punkte hindurchgehen, in denen C = 0 ist. .T etzt ist unsern 
Aufgabe offenbar darauf znrückgeflihrt, zu beweisen. dass in 
der J%ene mindestens ein Punkt existirt, in welchem einer der 
Zweige der ersten Linie von einem Zweig'e der zweiten Linie 
geschnitten wird. Zn diesem Zwecke ist es nöthig. den Yerlauf 
dieser Linien näher zu betrachten. 
1.,. 
Vor allem bemerke ich, dass heide CUlTen algebraisch sind, 
und zwar, auf Orthogonal-Coordinaten bezogen, von m tel' Ord-
nung. Nimmt man nämlich den Anfang der Abscissen in C 
an und rechnet die Richtung der Abscissen .1: nach G hin. die 
der Ordinaten y nach P hin, dann wird .7.: = l' cos rp, y = r sin (r. 
und allgemein fÜl' jedes beliebige n 
11,(11,-1) (n-2) 11-.' n ... (n-'ll /1_' , 
rtlsinnrp=n,xn-1y- . --J' 3y,1+._. _____ ~ ;1; "Y"- ... 
1.2.:1 1. ... .) 
n (n-l) n-? 0 11 :n-l) (n-2) (n-3: 1I-~ 4 
1'tl cos nfp =.1:n - .1: - y-+ - .1: Y - ... 
L . 2 1 .2 . :~ . <1 
Deshalb bestehen Tund U aus mehreren Gliedern der l""orm 
axu yli, wobei CI, (1 ganze positive Zahlen bedeuten, deren Summe 
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als höchsten Werth m besitzt. Es lässt sich übrigens leicht vor-
herseh.en, dass ~l~c Glieder von T den Factor ?J enthalten, so 
dass dle erste Lmle genau genommen aus der Geraden deren 
Gleichung y = 0 ist, und aus einer Curvc der Ordnung 'm - 1 
zusammengesetzt ist: aber es ist nicht niithi (1", hicr auf diese 
Unterscheidung Hücksicht zu uehmen. b 
Von grösserer Bedeutung wird die UntersuchunO" darüber 
sein, ob die erste und die zweite Linie unendliche Sch~nkel he-
sitzen, und von welcher Anzahl und von welcher Beschaffen-
heit diese sind. In unendlicher Entfernung vom Punkte C wird 
die erste Linie, deren Gleichung sin m cp + ~ sin (m - 1) rp 
+ ~ sin (m - 2) cp + ... = 0 ist, mit derjenigen Linie zusam-
menfallen, deren Gleichung sin m cp = 0 ist. Diese liefert nur 
m gerade Linien, die sich im Punkte C schneiden' die erste der-
selben ist die Axe G C G', die übrigen sind ge~en diese unter 
d W· k I 1 2 ;~ en III e n - ISO, - 180 - 180 '" Grad geneiO"t. FolO"lich 
m 'In ?7l' b b 
hat die erste Linie 2 m unendliche ZweiO'e welche den Um"anO" 
• •• t"' , 1; b 
elUes mIt unendlIch grossem Hadius beschriebenen Kreises in 
2m gleiche Theilc zerlegen, so dass sein UmfanO" vom ersten 
Zwcige im Schnittpunkte des Kreises mit der Axe ;etroffen wird, 
't . d I vom zWeien m er EntfermmO"- 1 S 0°, vom dritten in der Ent-
"'m ' 
.) 
fernung -=- 180°, u. s. w. Aehnlich folgt, dass die zweite Linie 
m 
i~ unen?licher Entfernung vom Centrum als Asymptote die durch 
dIe Glmchung cos m (p = 0 dargestellte Curvc hat. Diese be-
steht aus der Gesammtheit von m Geraden, welche sich eben-
falls im Punkte C unter gleichen Winkeln schneiden, doch so, 
d d" I ass Ie erste mIt der Axe C G den Winkel - noo bildet, die 
m 
. d 3 5 
zweIte en Winkel ~ :)00, die dritte den Winkel - 90° u. s. f. 
m n~ 
Deshalb ~esitzt ~uch die zweite Linie 2 m unendliche Zweige, 
welche emzeln dw Mitten zwischen je zwei benachbarten Zwei-
gen ~er ersten Linie bilden, so dass sie die Peripherie des mit un-
endlIch grossem Hadius beschriebenen Kreises in Punkten 
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1 :~ 0;) () 
schneiden welche von der Axe um -- 900 , '- !JO , - UO ) 
, m m m 
abstehen. Uebrigens ist es ersichtlich, dass die Axe selbst stet~ 
zwei unendliche Zweige der ersten Linie bildet, nämlich den 
ersten und den (m + 1) ten. Aufs deutlicliste wird diese Lage 
der Zweige durch die Figur 2 dargestellt, welche für den Fall 
m = 4 construirt ist; hier sind die Zweige der zweiten Linie 
punktirt, damit sie von denen der ersten unterschieden werden 
können; dasselbe ist auch bei der vierten Figur festzuhalten +) . 
Da aber diese Ergebnisse von der grössten Bedeutung sind, und 
unendliche Grössen einige Leser stören könnten, so will ich im 
folgenden Paragraphen zeigen, wie man dieselben Folgerungen 
auch ohne das Hülfsmittel unendlicher Grösse ziehen kann. 
1 !J. 
Lehrsatz. Unter deu obigen Voraussetzungen 
kann um den Mittelpuukt (] ein Kreis beschrieben 
wer den, auf dessen Umfang 2mPunktr liegen, in denen 
T= () ist, und eb en soviele, in de ne nU = 0 ist; die Lage 
derselben ist so, dass die einzelnen der zweiten Art 
zwi schen j e zweien de r ers ten Art li egcn. 
li~s möge die Summe aller positiv genommenen Coefficientell 
A, B, ... 1{, L, .111 gleich 8 sein; ferner werde R zugleich 
> 8 Y:2 und> 1 angenommen; dann behaupte ich, das~ 
auf dem Kreise, welcher mit dem Radius R beschrieben ist, die 
in dem Lehrsatze angegebenen Verhältnisse eintreten. Der Kürze 
wegen bezeichnen wir mit (1'. denjenigen Punkt seines Umfanges, 
welcher -~ 4::'° vom Treffpunkte des Kreises mit der linken Seite 
In 
der Axe absteht, für den also (p = ~ 4;)0 ist, ähnlich mit ,8) 
Jn 
3 
den,ienigen, welcher vom Treffpunkte - ,1:J () entfernt, für den 
m 
*) Die vierte Figur ist unter der Annahme X = . .r4 - 2x~ ):1." 
+ 10 construirt; an ihr können also Loser, wolche nnt allgomomell 
und austracteu Untorsuchungen welliger \'ertraut sind, die Lage bei-
der Curvcn an einem concrctcn Beispiele anschaucn, Die L~inge der 
Linie ce; ist = 10 genommen !C X = 1,2(255), 
**) Für S > Y ~ ist die z,reite Bedingung in der crsten, für S < 1 
die erste Bedingung in der zweiten enthalten, 
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3 • 
also (f! = m 45° ist; mit (5) den, für welchen Ip = -'-'- 450ist, ... 
m 
b· P '. 8m-l 18 zum unkte \8 m -1), welcher --- 45° von jenem Treff-
m 
punkte entfernt ist, falls man stets nach dersel ben Richtung fort-
schreitet, oder ~ 45°, wenn man nach der entgegengesetzten Seite 
geht. ~an hat ~Iso im Ga~lZen 4 m Punkte auf dem U mfauge, die 
um gleiche Abstande von emander entfernt sind. Dann wird zwi-
s?h~.n (3.m - 1) und. (1) ein Punkt liegen, für den T= 0 ist; je m~ ahn~ICher Punkt hegt zwischen (3) und (5); zwischen (7) und 
9): zWischen (11) und (13), u. s. w.; ihre Anzahl beträgt 2 m. 
In derselben Weise liegen die einzelnen PRnkte. in denen U = 0 
ist, ,z\~ischen (1) und (3) ; zwischen (5) und (7) ; zwischen (9) und 
(11); Ihre Anzahl beträgt daher auch 2 m. A usser diesen 4 m 
Punkten giebt es auf dem Umfange keiue anderen für welche 
Toder' U = (I wird. ' 
Beweis. I. Im Punkte (1) wird mrp = 4C,(). und also 
T-])1I!-1IRY1+A . ( \ B., l 
- I. \ '2' . smm-1jfr'+--sm(m_'lII/:+ ... + __ 'J _,' ) 
r R \ R11l-t ~m(p. 
D· S 1 . ! B 
Je umme.L sm \Jn- I) Ip + li sin (m-'1) (f! + . " kann 
sicher n~ht grösser sein als S. und so muss sie kleiner werden 
als .1~ Y J: folglich ist der Werth von T in diesem Punkte sicher 
positiv. Um so mehr besitzt also T einen positiven Werth wenn 
rnrp ~wischen 45 0 und 13;)° liegt, d. h. l' besitzt vom Punkte 
( 1) bIS zum Punkte (3) stets einen positiven 'Verth. Aus dem-s~lben Gr.u~de hat T vom Punkte (9) bis zum Punkte (11) überall 
e~nen poslü:en Werth, und allgemein von irgend einem Punkte 
(8 k+ 1) bIS .zu (~k + 3): w.obei k irgend welche ganze Zahl ~e.~l~ut:t. I~\ahnhch~r Wmse 1st Tübentll zwischen (5) und (7), 
zVd:schen (l ':1 und (1.~,) u. s. w" und allgemein zwischen (8 k + 5) u~d (8 k + I) n,egatJv und kann also in allen diesen Intervallen lllrg~nd _ 0 se:n .. Weil nun aber in (3) dieser Werth positiv 
und III H negatIv.lst, muss er irgendwo zwischen (3) und (5) 
= 0 sem; ebenso 1~'gendwo zwischen (7) und (9); zwischen (11) ~Ind (~3J u. S.w. biS zum Intervall zwischen (Sm-i) und (1) 
mcluslVe, so dass T im Ganzen in 2 m Punkten = (I wird. 
. H. Dass es ausser diesen 2 m Punkten andere von ""leieher 
EIgenschaft nicht giebt, erkennt man so. Da zwischen (1) und 
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(~-l), zwischen (5) und (7), u. s. w. keine existiren, so könute es nur 
dann geschehen, dass noch mehr solche Pnnkte bestehen, wenn 
in irgend einem der Intervalle von (3) bis (5) oder von (i) bis (n) 
u. s. w. mindestens zwei solche lägen. Dann müsste aber Tin dem-
selben Intervall irgendwo ein Maximum oder ein Minimum, 
dT . . eiT RIIl 2'R und also - = 0 sem. Nun 1st aber d--- = m- \ cosm rp drp rp 
+ ~= 1 A cos (m - 1) rp + ... ) und cos mrp ist zwischen (3) 
m 
und (Cl) stets negativ und seinem Werthe nach> V k. Daraus 
d T. d' I t 11' t' folo-t leicht, dass - 1Il lesern ganzen n erva e eme nega lye 
" drp 
Grösse ist; ebenso ist es zwischen (7) und (9) beständig eine po-
~itive Grösse: zwischen (11) und (l:~) eine negative, u. s. w. In 
keinem von diesen Intervallen kann es also 0 sein, so dass die 
Annahme nicht richtig war. Folglich \1. s. w. 
IH. Durchaus auf gleiche Weise wird gezeigt, das U überall 
zwischen (:~) und (5) einen negativen \Verth besitzt, ebenso 
zwischen (11) und (1:\) u. s. w., un(l allgemein zwischen (Sk + 8) 
und (8 k + 5); einen l)ositiven dagegen z.wisch.en (7) .und (9J, 
zwischen (15) und (17) u. s. w. und allgemem zWlsche~ .> k + I) 
und (8 k + \J). Hieraus ergiebt sich sofort, dass [I Irgend\~o 
zwiscllen (1) und (:~), zwischen (C,) und (7) u. s. w., d. h. 1m 
ganzen in 2 m Punkten = 0 werde. In keinem von diesen In-
dU. ( I' 1 t' "1 I' h "1', W· , tervaUen kann· '. - = 0 sem, was elC 1 III a 111 lC er H elsb le d(p 
oben bewiesen wird;; folglich kann es auf dem Umfange des 
Kreises nicht mehr ~ls jene '1 m Punkte geben, in denen U = 0 
wird. 
UebriO"ens kann der Theil des Lehrsatzes, g'emäss dem es 
" . d nicht mehr als '1 m Punkte geben kann, In denen l' = 0, un 
nicht mehr als 2 In Punkte, iu denen U = 0 wird, auch dadurch 
bewiesen werden. dass man die Gleichungen T = 0, F = 0 als 
Curven nter Ordnung deutet, welche von einem Kreise, als von 
einer Curve zweiter Ordnung in nicht mehr als 2 m Punkten ge-
schnitten werden können, wie dies aus der höheren Ueometrie 
bekannt ist. 
20. 
Wenn ein anderer Kreis mit grüsserem Hadius als R um 
denselben Mittelpunkt beschrieben und auf dieselbe 'Vei,;e ge-
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theilt wird, so liegt auch hier zwischen den Punkten (3' lind i,~) 
ein einziger Punkt, in dem T = 0 ist, ebenso zwischen (7·· lIud 
(g) u. s. w., und mau sieht leicht ein, dass derartige Punkte 
zwischen UlJ und (5) in beiden Umfängen um so näher an 
einander liegen müssen, je weniger der Uadius des griisseren 
Kreises vom Hadius R verschieden ist. Dasselbe findet auch 
statt, wenn der Kreis mit einem Hadius beschrieben wird, der 
etwas kleiner als R, aber doch grösser als S Yi und 1 i~t. 
Hieraus erkennt man sofort, dass der Umfang des mit 
dem Hadius R beschriebenen Kreises in demjenigen Punkte 
zwischen Pl) und (ii i , in welchem T = 0 ist, von einem Zweige 
der ersten Linie auch wirklich geschnitten werde; dasselbe 
gilt von den übrigen Punkten, in denen T = 0 ist. Ebenso ist 
es einleuchtend, dass der Umfang dieses Kreises in allen 2m 
Punkten, in denen U = 0 ist, von irgend einem Zweige der 
zweiten Linie geschnitten werde. Diese Hesultate können auch 
folgendermaassen ausgedrückt werden: Beschreibt man einen 
Kreis von hinlänglicher Grösse um das Centrum C, so treten 2 m 
Zweigc der ersten Linie und ebenso viele Zweige der zweiten 
Linie in denselben ein, und zwar so, dass je zwei benachhartt' 
Zweige der ersten Linie durch einen Zweig der zweiten Linie 
von einander getrennt werden. Verg!. Fig. 2, wo der Kreb 
selIOn nitht mehr von unendlicher, sondern von endlicher Grösse 
wird; die den einzelnen Zweigen beigefügten Zahlen dürfen nicht 
mit denjenigen yerwechselt wer<1en, durch welche ich im vorher-
gehenden und in diesem Paragraphen der Kürze halber gewis8e 
GreIlZpUllkte auf dem Umfange bezeichnet habe. 
21. 
Nun lüsst sich aus der ~egenseitigen Lage der in den Kreis 
eintretenden Zweige der Schluss, dass innerhalb des Kreises ein 
Schnitt eines Zweiges der ersten mit einem Zweige dor zweiten 
Linie vorhanden sein müsse, auf so viel \'erschiedene Arten 
ziehen, dass ich fast nicht weiss, welche Methode an erster Stelle 
vor den übrigen zu bevorzugen sei. Die folO'ende scheint mir 
. I b 
am Cln euchtendsten zu sein: Wir bezeichnen Fig. 2) denjelJigen 
Punkt des Kreisumfanges, in welchem derselbe von der linken 
Seite der Axe geschnitten wird (die Axe selbst ist einer der 2 m 
Zweige der ersten Linie), mit 0; den benachbarten Punkt. in dem 
ein Zweig der zweiten Linie eintritt, mit 1 ; den diesem benach-
barten Punkt, in dem der zweite Zweig der ersten Linie eintritt, 
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mit :2, u. s. f. bis zu 4 m - 1; in jedem mit ~el'ade~ ~a~1 be-
zeichneten Punkte tritt also ein Zweig der zWeiten Lmle m .den 
Kreis ein, dagegen in allen durch eine ungerade Zahl bezeIch-
neten ein Zweig der ersten Linie. Nun ist aus der hö~eren G~o­
metrie bekannt, dass jede algebraische (Jurve (oder Jeder eIn-
zelne Theil einer algebraischen Curve, wenn dieselbe zufällig 
aus mehreren zusammengesetzt ist) entweder in sich zurückläuft, 
oder nach beiden Seiten ins Unendliche ausläuft, und dass also, 
wenn ein Zweig einer algebraischen Curve in einen begrenzten 
Haum eintritt, er nothwendig aus demselben wieder heraustreten 
muss. *) Hieraus schliesst man leicht, das.s jeder durch eine ge-
rade Zahl bezeichnete Punkt, oder kürzer ,J cd er gerad e Punkt 
mit einem anderen geraden Punkte durch ein~n, innerhalb d~s 
Kreises verlaufenden Zweig der ersten Linie verbunden sem 
muss und in gleicher Weise jeder durch eine ungerade Zahl 
bezei'chnete Punkt mit einem anderen ähnliche~ Punkte. durch 
einen Zweig der zweiten Linie. Obschon nun dlC~e Ve~'~.mdung 
von je zwei Punkten je nach der Natur der FunctlOn X nberaus 
*) Wie mir scheint, ist es wohl hinreiehe~d sicher bewi~sen, dlt~s 
eine algebraische Cnrve weder pliitzlich Il'!~endwo abbl"I?h! (WIC 
dies z. B. bei der transcendcnten Curve gesclneht, deren blelchung 
'{ = _1- ist), noch sich nach unendlich vielen Umläufen gewisser-
. l{e1gn' .rl·n el'n"ln l'llnkte verlieren kann I wie die logarithmische mItass ~ " . . Z.· f I ~pirale); und soviel ich weiss, hat Niemand IIH'r!-l"egen ewe:l ~,~ CI e. 
\, cht Docll werde ich wenu es Jemand tm'dert, beI anderer vorgeura . .'".t"., j', Pe-Gelegenheit unternehmen,. elI!en k:;meu! Zwe!.\el, lIutell\ or "~I~n , ' 
. ll'ct"ern Im gegenwärtIgen F alle Ist es ubngens offenb,u, dass, wC!s zu ,\'. , . t' t ," d 
' Z el'g z B 2 nir<rends aus dem KreIse aus le en "ur e \renn em w , ., n . • d' 
:Fi . ;3), man zwischen 0 ~lU~ 2 in den ~r~.ls ellltre~en, dann um I~Se'~ 
g Z"g der sich Ja III der KrClsflache verlIeren muss, hemm ganzen ~"el , . d K', "t t 
"'ehen und end lieh zwischen 2 und 4 ~V1edel" aus em. re~se au~ !e en k" t ohne auf dem ganzen Wege lrgend\lo auf die eIste Lmle 7;U 
t onffn e, Dl'es I'st aber offenbar widersinnig, weil man in dem Punkte, m 
re en. , Ob fI" h "b 'ch hat welchem man in den' Kreis eintrat, die erste er ac e ~ er SI ,. '. 
beil Austritte dagegen unter sich; deshalb musste man ugendw<? ~\lt 
die ~rste Oberfliiche treffen. d. h. also auf einen P.unkt der.ers;~,.n I:,lli.I:" 
- U brigens folgt aus diesom Schlusse', der SIch auf die I :1ll(~Pl(:ll 
de' Ceometrie der Lage stützt, welche nicht minder b~w.Clskratllg; 
. 1 1 '] 'l'e l'rincipien der Geometrie der GrUssen, lt'lltghclt: dl~ss, 
Slllt a S ,I . L" . I }\' I' '1" '1lltrltt f 01'llelll Zwp\O'e der el"sten lllie III ( en c, (. ., wenn man an. ~. b • . . f 
'1 'tn el'nel' "n(lpren ~teJle vel'lassell kann, Ill<lem mall Ilmller a11 man I III ,. " • t' I" . d t n I 1'11'le lllel'bt ,tiler nicht dass (]('r Weg- eme "tf' 19o ,lllle III erers~ ~ " , , "'1 'li" I', d S· ne ~el' welcher in der hUheren beollwtrll' gl t. ~'1. Llll He r em In c, . ... 11 ,', o. , 
. 1 t 1 dass '1"1' Weg eine 8tpt\O'P Ll1lle Illl a g'c'llICImn ,~Jrln( . rele I es a 18. " ,.. I" l'd, h. nirgends unterbrochen, sondern überall zusammpn langen( Sl'l. 
Oötwald's Klassiker. H. 
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verschieden sein kann, so dass sie sich für den allgemeinen Fall 
nicht bestimmen lässt, so ist es doch leicht zu zeigen. das s. 
wiejeneYerbindungauch seinmöge, stebein:-;ehnitt. 
der ersten mit der zweiten Linie entstehen wird. 
22. 
Der Beweis diesel' Nothwendigkeit lässt sich am hesten auf 
indirectem Wege führen, Wir wollen nämlich annehmen, dass 
der Zusammenhang von je zweien aller geraden Punkte und von 
je zweien aller ungeraden Punkte so angeordnet werden könne, 
dass dabei kein Schnitt eines Zweiges der ersten mit einem sol-
chen der zweiten Linie entsteht. Da die Axe ein Theil der erstell 
Linie ist, so wird offenbar der Punkt 0 mit dem Punkte '2 m ver-
bunden sein, Der Punkt 1 kann also mit keinem jenseits der Axe 
gelegenen Punkte verbunden sein, d, h. mit keinem, der durch 
eine höhere Zahl als 2m bezeichnet ist, da SOllst die Yerbindungs-
linie nothwendigerweise die Axe schneiden würde. Setzen wir 
alHo voraus. dass 1 mit dem Punkte n verbunden sei. so wird 
11 < 2m sein, In ähnlicher Weise folgt aus der Annahme, das" 
2 mit n' verbunden sei, n' < n, weil sonst der Zweig '2 ' , . JI' 
nothwendigerweise den Zweig 1 ,. ,n schneiden müsste. AU8 
demselben Grunde wird :1 mit einem zwischen J und n' lieO"en-
den Punkte verbunden sein, und es ist klar, dass, wenn ~an 
vorallssetzt, :l, 4, 5. '" seien mit nl/, n'", nI/li, " , verbunden, dass 
n"' zwischen 5 und n" liegt, nI/li zwischen G uud nl/" u. s, f. Dar-
aus ist es ersichtlich, dass man endlich zu einem Punkte I, kom-
men wird, der mit dem Punkte h + 2 verbunden ist. Dann 
muss der Zweig, der im Punkte h + 1 in den Kreis eintritt 
nothwendig- den die Punkte 11 und h + 2 verbindenden Zwei; 
" schneiden. Da aber der eine dieser beiden Zweige zur ersten. 
der andere zur zweiten Linie gehört, so folgt daraus, dass die 
Yoraussetzung widersinnig ist, und dass also nothwendig irgend-
wo ein bchnitt der ersten mit der zweiten Linie stattfindet. 
Verbindet man dieses Hesultat mit den vOl'herO'ehenden, so 
ergiebt sich aus allen den dargelegten UntersucllUnge~ der strenge 
~eweis des Satzes, dass jede ganze rationale algebra-
l~che Function einer Unbestimmten in reelle F'ac-
toren ersten oder zweiten Grades zerlegt werden 
kö nne. 
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23. 
Es ist übrigens nicht schwer, von denselben Gru!Hllagen ans 
herzuleiten, dass es nicht aUei,n ein~n: so~dern mmdestens lil 
Schnitte der ersten mit der zweIten Lmle gICbt, obwohl, es auch 
.. \'ch I'st dass die erste Linie von mehreren ZweIgen der 
mog I , ' 'd' d' 
zweiten Linie in demselben Punkte gesc~mtten WH' ; m ~e~em 
FaUe wird die Function X mehrere glClc~e F~ctoren, beslt,zen, 
D h da es hier O"enüO't, die Nothwendlgkelt des emmahgell oc " " , 'h 1 K" 1 11 Schneidens bewiesen zu haben, so verweIle IC (er urze la )er 
nicht ausfiihrlicher bei dieser Sache. Aus demselben GI:unde 
f 100e ich auch hier nicht eingehender noch andere EI gell-:~~:ft~n dieser Linien, wie z. B. dass der Schnitt ste~~ unt~r 
rechten Winkeln stattfindet: oder dass, wenn mehrere Zuge b.~I­
der Cunen in demselben Punkte ~u,sammentreffen, ,ebens~He~ 
Z"ge der ersten wie der zweiten J,1I11e vorhanden sem we:den, d~ss diese abwechselnd gelegen sind: dass sie sich unter gleIchen 
Winkeln schneiden u,S. w. ,..' " 
E 11' I bemerke icll dass es dnrchaus mcht unmoghch I"t, n( IC I ' "f ,t ,', I d vorherO'ehenden Beweis, welchen wh 11Ier a~1 gcome lJ"C le 
P~'~nci ien ~nfgebaut habe, auch in rein analytIscher ~orm ,zn 
b ~ doch ich glaubte, dass die Darstellung, welche Ich Illrr ~~t!7~kelt habe, weniger ahstract werden, und dass d~.r wahr~ 
Nerv des Beweises hier viel klarer VOl: Augen trete~ wurde, ab 
sich dies bei einem analytischen BeWeise erwarten, heS\ 1 f"' 
, Zum Schluss will ich noch eine andere BeW?lSme.t !O( e ,~Il 
unser Theorem andeuten. welche auf den ersten Bhck lllcl~~ :ll,lun 
dem vorherO'ehenden Beweise, sondern auch von all~n ubrl?en 
~~~n erwähntenOneweisen vollkommen ,:erschieden ~u sem s~hemt: 
welche aber nichts üesto we.niger Im wes?nthchen mIt ,der 
d' Alembert'schen übereinstimmt. Den Kundlge~ empfeh~e ~('h, 
diese mit jener zu vergleieh?ll und ~en Parall?h~mus Z,WISC le,ll 
bei den klarzustellen: denu III RückSIcht auf SIe ISt der BeweiS 
einzig hinzngefügt. 
2\. 
Ich nehme an. dass die erste und di? zweite Oberfliie\Je g~-
, b u"ber ,leI' Ebene der FIO'ur 1, bezogen auf (he 
nau so wie 0 en· "., M 
Axe C G und den festen 1'lm~t C, ,bes~lll'lebe~l ~Cl~lI. ,~11 
h . d 'nen Punkt in emem ZweIge deI el stcn LUlle, ne me ll'gell el " d' d h' lchen Punkt in dem T = 0 Ist (z. B. Irgell emell a~f ~l:~n AS:e gelegenen Punkt), und schreite, falls in demselhpu 
a' 
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nicht auch U = 0 ist, von diesem Punkte auf der ersten Linie 
nach derjenigen Rieb tung fort, in welcher die absolute Grösse 
von U abnimmt. Wenn zufällig im Punkte Jl1. die absolute Grösse 
v~n .U nach beiden Seite~ hin abnehmen sollte, dann ist es gleich-
gultlg, nach welcher SeIte man fortsclll"eitet; was aber zu tlmn 
sei, wenn U n.ach beiden Seiten hin wächst, werde ich sogleich 
angeben. Es 1st offenbar, dass, wenn man immer auf der ersten 
Linie fortschreitet, man an einen Punkt wird kommen müssen 
wo U = 0 ist, oder an einen solchen, in dem der Werth von U 
ein Minimum wird; dies sei z. B. der Punkt N. Im ersten Falle 
hat man erreicht, was gefordert wurde; im zweiten lässt sich 
z~i~en, das~ sich in diesem Punkte mehrere Zweige der ersten 
LllllC sc.hne~~en, und zwar ein~ gerade Anzahl von Zweigen, von 
denen die Halfte so beschaffen Ist, dass, wenn man in einen der-
selben nac~ einer ~eliebigen Seite hin abbiegt, der Werth von 
U noch weIter abmmmt. (Da der Beweis dieses Satzes eher 
weitläufig als schwierig ist, muss ich ihn der Kürze halber unter-
d:ücken.) In diesem Zweige kann man wiederum fortschreiten 
lns U entweder = 0 wird, (wie dies in FiO'ur 4 bri Peintrifft: 
oder von neuem ein Minimum. Dann wird ~an wieder abbieO'en, u~d so ~uss man endlich zu einem Punkte kommen, in welcllCll1 
[; = 0 Ist. 
?egen diesen Brweis könnte der Zweifel erhoben werden ob 
es mcht möglich sei, dass, wie weit man auch fortschreitet, 'und 
obwohl der Werth von U beständig abnimmt. doch die Abnahme 
beständig schwächer wird, und jener Werth O'leichwohl keine 
Grenze erreicht; dieser Einwurf würde dem vi~rten, in § G ge-
machten entsprechen. Aber es würde nicht schwel' sein eine G~~nze anzugeben, nach deren Ueberschreiten der Werth von 
r Immer stärkere Aenderungen erfährt und nicht weiter ab-
ne h I? e n kann, so dass der Werth 0 erreicht sein muss, bevor 
man ,lene Grenze erreicht. Aber dies sowie das lJebriO'e was 
ich in diesem Beweise nur andeuten k~nnte behalte icl~ ~ir zu 
ausführlicher Auseinandersetzung für eine andere Gelegenheit vor. 
Die Grundzüge dieses Beweises entdeckte ich zu Beginn des Oct.li97. 
r.., 1 
J 
Zweiter neuer Beweis des Satzes, 
dass jede algebraische rationale ganze Function einer 
Veränderlichen in reelle Faotoren des ersten oder zweiten 
Grades zerlegt werden kann 
von 
C. F. Gauss. 
1. 
ObO'leich der Beweis des Satzes iiber dic Zerlegung der gan-
zen al;ebraisellen Functionen in Faetoren. welchen ich in ein:r 
\'01' 1 () .Jahren vel'iiffentlichten Abhandlung gegeben habe, I1l 
Anbetracht der Strenge wie der Einfachheit wohl nichts zu wiin-
sehen übrig lässt, so wird es den Mathematikern hoffentlich ?oel! 
nicht unerwünscht sein, wenn ich mich von nene~ zU dIC~er 
überaus wichtigen Frage wende und von vollständIg verselue-
denen Principien aus einen zweiten nicht minder strengeu Be-
weis aufzubauen unternehme. Jener erste Beweis hängt nämlich 
weniO'stens zum Theil von geometrischen Betrachtungen ab, wäh-
rend'" derj enige, den ich hier auseinan~erzuset~en beginne, auf 
rein analytischen Principien beruhen WIrd. DlC bedeutsam~ren 
analytischen Methoden, durch welche andere Mathemat~ker 
weniO'stens bis zu jener Zeit hin unseren Lehrsatz zu beweIsen 
unte:nommen habe~, habe ich a. a. O. besprochen und ausführ-
lich darO'eleO't an welchen Mängeln sie leiden. Der schwer-wieO'end~te ~~d wahrhaft fundamentalc Mangel derseihen ist alle~ jenen Versuchen. ebe~so wie dt;n neue~ell, soweit mir, die-
selben bekannt geworden sllld, gememsam; ICh habe aber schon 
damals erklärt, derselbe erscheine bei einem analytischen Be-
weise durchaus nicht unvermeid.bar. Sachkenner mögen beur-
theHen, ob ich das damals gegebene Versprechen durch diese 
neuen Forschungen vlillig ausgelöst habe. 
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2. 
Dem Hauptthema sollen eImge einleitende UntersuchungeIl 
v~rausgeschickt werden, einmal, damit eine jede Lücke ver-
mIeden werde, dann, weil eine eigenartige Behandluno- vielleicht a~ch au~ dasjenige, was von Anderen entnommen ist ~ ein neues 
LI~ht WIrd we:fen kö~nen. Zuerst soll von dem grö~sten ge-
memsamen TheIler zweICr algebraischer gam;er I<'unctioncn einer 
Veränderlichen die Rede sein. Zuvor erinnere ich daran. dass 
es sich hier stets nur um ganze Functionen handelt: wird aus 
zwei solchen ein Product gebildet, so heisst einejedeein Thei-
ler desselben. Die Ordnung des Theilers wird durch den Ex-
ponenten der höchsten auftretenden Potenz der Veränderlichen 
bestimmt, ohne dass irgend welche Rücksicht auf die numerischen 
Co~fficienten ge~ommen wird. Was sich übrigens auf die ge-
memsamen TheIler der Functionen bezieht, kann um so kürzer 
abgethan werden, als es durchaus demjenigen entspricht was bei 
den gemeinsamen Theilern von Zahlen gilt. ' 
Sind zwei Functionen Y, Y' der Unbestimmten :?: gegeben, 
deren erste von höherer oder wenigstens nicht von niedriO'erer 
Urdnung' als die zweite ist, so bilden wir die folgenden Gleichl~ngen 
}' = qY' + Y", Y' = r/Y" + Y'" .Y" = (" J"" + J-m , :J. , '1 ' ... 
y(fl-l) = 'ICH-I) yeti) 
dem Gesetze gemäss, dass zunächst Y in bekannter Weise durch 
~' dividirt wird, dann Y' durch den Rest Y" der ersten Divi-
~IO~. welcher von niedrigerer Ordnung sein wird als Y': dann 
weIt~r der .el:s~e Rest durch den zweiten Y'" u. s. L, bis man 
zu emer DIVISIOn ohne Rest gelangt; dass dies endlich ein-
treten muss. erhellt daraus. dass die Ordnung der Functionen 
Y', Y", Y'", ... beständig abnimmt. Dass diese Functionen 
ebe~so wie die Quotienten q, q', q", ... g an z e Functionen von 
:1; selen, braucht kaum erwähnt zu werden. Hiernach ist klar' 
I. Geht man von der letzten dieser Gleichungen zur erste~ 
zurück, 80 ist die Function YCH) Theiler der einzelnen vorher-
gehenden und also sicher gemeinsamer Theiler von Y, Y'. 
II. Geht. man vo~ der ersten Gleichung zur letzten, so 
leuchtet es em, dass Jeder gemeinsame Theiler der Functionen 
Y, Y' auch die einzelnen darauf folO'enden und somit auch die 
letzte Y(fl) theilt. Folglich können di~ Functionen Y Y' keinen ande~'en gemein~amen Theiler höherer Ordnung hab~n als 1'([1), 
und Jeder gememsame Theiler derselben Ordnung wie y(tl ) steht 
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zu diesem in einem Zahlenverhältnisse, ~o dass yCH) selbst als 
O'rösster gemeinsamer Theiler betrachtet werden kann. 
b III. Wenn r(ll) von der Ordnung 0, d. h. eine Zahl ist, 
dann kann keine Function der Unbestimmten .1: im engeren Sinne 
die Functionen Y, Y' theilen: in diesem Falle muss man also 
sagen, dass diese Functionen keinen gemeinsamen Theiler be-
sitzen. 
IV. Wir greifen aus unseren Gleichungen die vorletzte her-
auS: dann climiniren wir aus ihr yUI- 1) mit Hülfe der dritt-
letzten, dann wiederum Y(/I- 2) mit Hülfe der vorhergehenden 
Gleichung n. s. w. Hieraus ergiebt sich 
rC") = +- k Y(fl- 2) - k'yCH - 1) 
= _ k' yCIl - 3) + k" yCII-2) 
= -+- k" yCU - 4) - k'" yCU - 3) 
= ~ k"'yeU-5) + k"" yCH - 4) = ... , 
falls man die Functionen k naeh folgendem Gesetze bildet 
k = 1. k = qCU - 2). k"== q(,I1-:))k' + k, k"'=qCU-4)/.;"+k', 
k'''' = '1(11- 0 ) k'" + k", .... 
Daher wird 
+ k (11-2) Y + I/tl-I) Y' = YCtI), 
wo die oberen Zeichen für ein gerades. die unteren fü~ ein un: 
O'erades H O'elten. In dem Falle also, in welchem } und .1 
b • b f d' keinen gemeinsamen Theiler besitzen. kann man au Je ange-
gebene Weise zwei Fnnctionen Z, Z' der Unbestimmten :1: auf-
finden, so dass man hat 
ZY+Z' y= 1. 
V. Dieser Satz kann offenbar auch umgekehrt werden, näm-
lich so. dass, wenn man der Gleichung 
ZY + Z' 1-' = 1 
durch ganze Functionen Z, Z' der Unbestimmte,n x genügen .. kann, 
Y und Y' einen gemeinsamen Theiler sicher mcht haben künnen. 
.. 
. ). 
Die zweite Voruntersuchung soll sich auf die Transformation 
der symmetrischen Functionen beziehen .. Es ~ügen ~, b. r, . ''-
unbestimmte Grössen sein, deren Zahl mIst; WIr bezClchnen mIt 
).' die Summe derselben. mit X' die Summe aus den Producten 
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von. je zweien, mit l'" die Summe aus den Producten von je 
dre16n u. s. f., so dass aus der Entwicklung des Productes 
(.r - a\ (x - b~(.r- c ... 
entstehen möge 
x-nt -).' x lll - 1 +).." xlll-2 _}.''' x lil -:! + ... 
D' )..' )" )'" . le. ' ., . , ... smd also symmetrische Functionen der lT n-
besb.mmten a,b, c, ... d. h. solche, in welchen diese Unbestimm-
ten III derselb~n Weise vorkommen, oder deutlicher, solche. 
welche .dm'ch lrg.end welche Permutationen dieser Unbestimmten 
unte.r emander mcht geändert werden. Allgemeiner wird offen-
bar Jede ganze Function von;' A" )..'''. f..· d' U b . . " " , ... , \ moge sie nun leRe 
n eS~.lml~ten al~elll ent~alten, oder noch andere von a, b. c .... 
u~abh~nglge Grosse~ emschliessen') eine ganze symmetrische 
F unctlOn der U nbestlmmten a, b, c, .... 
4. 
. Die C ~lke~run~ dieses Satzes ist bei weitem weniger nahe-
hegend. Es ~el (2 ellle symmetrische Function der Unbestimmten 
ft. b, c . ... , welche also aus einer gewissen Anzahl von Gli d (leI' Form e ern 
;11 a" hit r/ . .. 
hesteht. ~"obci ,a, (1,;:. '" ganze nicht nr,gab'e Zahlcn bedeuten. 
u~d M emcn Co~ffiewnten, der cntweder einen festen oder wc-
mgsten.s .. wenn dIe Function 11 ausseI' den Cnbestimmtcn rt, b, r. 
... zu~:.tlh? noch T andere derartige enthält, einen "on a, b, c, ... 
unabhangJgen W ~rth h~t. Vor allem setzen wir eine bestimmte 
Ordnung unter dwsen emzelnen Gliedern fest und nehmen hier-
zu zunächst für die Unbestimmten abc 'selbst· d f" . h ' , ..... ellle. an un l~r ~1.C vollk0m.me~ willkür~iche Ordnung an, so dass z. B. (f 
dw .elste Stelle emmmmt. b die zweite, r dic dritte n. s. w. Dann 
thellen wr dem ersten der beiden Glieder 
31 a" b/i ci' ... und M a rt' blj , cy' 
eine höhere ~)rdnung zu ,als dem zweiten, wenn entweder a > IX'. 
oder IX = IX und (:I> ß oder a - a' I~ - 'J' und > ' d ist d h d" -, t' - I Y Y ,0 er 
.. " ' . . ,wenn Je erste nicht verschwindende Differenz der ~Clhe.a - a , (:I - (J', Y -y', ... positiv ausfällt. Weil ferner ~ ?lwder glelC~er Ordnung nur hinsichtlich des Coefficienten 
SICh unterscheIden und also zu einem Gliede zusammengezo-
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gen werden können, so wollen wir annehmen. da~s dip einzelnen 
Glieder der Funetion (! zu verschiedenen Ordnungen gehören. 
Jetzt beachten wir, dass, wenn .2li a cx b(J cl' . .. unter allen 
Gliedern der Function (2 dasjenige der höchsten Ordnung ist. a 
nothwendigerweise grösser oder doch wenigstens nicht kleiner 
wird als (1. Denn wenn (1 > a wäre. dann würde das Glied 
.Ll1 aB ba cl' ... , welches (2 als symmetrische Function gleichfalls 
enthalten muss, gegen die Voraussetzung von höherer Ordnung 
sein als M aff. blJ cl. . . Ebenso wird (J grösser oder wenigstens 
nicht kleiner sein als y, ferner y nicht kleiner als der folgende 
Exponent 0 u. s. w.: somit werden die einzelnen Differenzen 
a - tJ, (J - y. f-J - 0, ... ganze nicht negative Zahlen. 
An zweiter Stelle erwägen wir. dass, wenn aus irgend einer 
Anzahl von ganzen Funct.ionen der lJnbestimmten a. b, c, ... 
ein Product gebildct. wird, das höchste Glied desselben gleich 
dem Producte aus den höchsten Gliedern jener Factoren sein 
muss. Ebenso klar ist es. dass die höchsten Glieder der Func-
tionen }.'. I:'. }:". " . bezw. a. ah. abc . .. , sind. Hieraus folgt, 
dass das höchste in dem Produde 
- ~[I' '''-li }"/t-"j"" i'-') }J-l' . . I. '" 
vorkommende Glied jl[ a" b/1 ci' . .. ist: wenn man also!.! - p = (2' 
setzt, so wird das hUchste Glicd der Function (2' sicher von nie-
driO'crer Ordnung werden als das höchste Glied der Function !.!. Off~nbar werden aber p und folglich auch r/ ganze symmetrische 
Functionen VOll a, b. c, '" Wenn man also r/ auf gleiche 'Weise 
behandelt wie "orher (2, dann wird es in p' + r/' zerlegt. so dass 
p' ein Product aus Potenzen von },', I.". I."' . ... wird mit einem 
entweder fest bestimmten oder doch wenigstens von a, h. c. " . 
unabhängigen Coefficienten. r/, dagegen eine ganze symmetrische 
Function von a. b, c, .. , derart, dass ihr höchstes Glied zu einer 
niedriO'eren Ordnung gehört, als das höchste Glied der Fundion 
(2'. Fährt man in gleicher Weise fort. dann wird !.! schliesslic h 
auf die Form p + p' + p" + p'" + ... gebracht. d. h. es wird 
in eine ganze Function \'on ).', }.". },''' ... , transformirt sein. 
Den im vorigen Artikel bewiesenen Satz können wir auch so 
ausdrücken: Ist irgend eine ganze symmetrische Functioll (2 der 
Unbestimmten a, b, c, .,. vorgelegt, so kann eine ganze Fllnction 
von ebenso vielen Lnbestimmten r, t. r, .,. allgegehen werden, 
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derart, dass dieselbe durch die Substitutionen l' = I:, l" = r, 
7'" = ,,''', ... in !! übergeht. Zudem lässt sich leicht zeigen, das s 
dies nUT auf eine einzigeArt geschehen kann. Nehmen 
wir nämlich an, dass aus zwei verschie(lenen Functionen der 
Unbestimmten Z', 7", l''', '" z. B. sowohl aus l' als aus ]" nach 
den Substitutionen l' = ;':, l" = )..", l'" = i_''', '" dieselbe Func-
tion von a, b, c, ... hervorgehe, dann würde r - r' eine \,'unc-
tion von 7', 1", ["', .,. sein, welche für sich nicht verschwindet. 
welche aber nach jenen Substitutionen identisch gleich Null wird. 
Dass dies jedoch widersinnig sei, erkennen wir leicht, wenn wir 
bedenken, dass r-r' al1S einer gewissen Anzahl von Theilen der 
Form . 
il1l'(:f.l"t:J l"'i' ." 
zusammengesetzt sein muss, deren Coefficienten Ji nicht ver-
schwinden, und welche einzeln hinsichtlich der Exponenten 
unter einander verschieden sind, und dass also die höchsten Glie-
der, welche aus diesen einzelnen Theilen hervorgehen, durch 
Jla,,+(l+i'+'" bi"1+;'+ .. · ci'+'" 
gegeben werden. Diese besitzen also verschiedene Ordnungen, 
so dass das absolut höchste Glied auf keine Weise zerstört wer-
den kann. 
Die wirkliche Rechnung bei derartigen Transformationen 
lässt sich ührigens durch mancherlei Abkürzungen wesentlich 
vereinfachen: wir verweilen jedoch hier nicht dabei, weil für 
unseren Zweck schon die blosse :Möglichkeit der Transformation 
ausreicht. 
u. 
Wir wollen nun das Product aus m \ln-I,' Factoren 
',a - b) a - ca - cl) ... 
X (b - aj (b - c) b - d) .,. 
X (c - a) (c - b, (r; - cl ... 
X (cl - a) 'd - b) (cl - c; '" X 
betrachten: wir bezeiclmen es durch ,f, und nehmen au, da es 
die Unbestimmten (I, b, C, •. , symmetrisch enthält, dass es auf 
die Form einer Function von i_', X', ;""', .. , gebracht sei. Diese 
Function möge in p übergehen, wenn zr, l", [''', '" an Stelle von 
i:, ;"", i.''', ... eingesetzt werden. Nachdem dies geschehen ist, 
nennen wir p die Determinante der Function 
rationaler ganzer Functionen. 
y = xln -l' X Ill - 1 + l" x ln - 2 - l'" x m- 3 + .. , 
So haben wir z. B. für m = 2 
p=-l'2+ 4 1"; 
ebenso wird für m = 3 gefunden 
43 
p = _ P["2 + tl':Jt' + 4l"3 - 18t' zr' l''' + 27['''2 .. 
Die Detcrminante dcr :Funetion y ist also diej~nige FU,nct~on 
d C ffic 'enten l', l" zr" welche durch ehe SubstitutIon er oe I ", ... , . • Z' = ,,', l" = i_li, l''' = "m, '" in das Product ans allen DIfferen-
zen je zweier der Grössen a, b, c, ... über.ge~t. In de~ Falle, 
\ _ l l'st dass man also nur eine emzlge Unbesümmte (c lass rn - " . d 
h t d doss also O'ar keine Differenzen vorhanden sm , er-a ,un" " . d F t' 
scheint es geeignet. die Zahl 1 als Determmante er nnc IOn y 
anzunehmen. . . 
B i der Festsetzung des Begriffes der Determmante ,~ar es 
th e d' die Coefficienten der Function y als unbestImmte no, wen Ig, . F f 't be Grössen anzusehen. Die Determinante emer une IOn ml -
stimmten Coefficienten 
Y = XiII _ L' Xll!-l + L" :/:m-2 - L'" x ll !-:\ + .. , 
',1 . e bestimmte Zahl P sein, nämlich dcr Werth. der Func-
,,:,H{ el~. l' L' 1" _ 1" /'" = L''', ... 'Venn WIl' also vor-
tlOn p fur = " - J, k 
aussetzen, dass Y in I,inearfadoren zerlegt werden ann 
y =,x - .A) (x - B) ·,x - C) ... 
oder dass Y auS 
V = (x - a),x - h; (.1: ~ r) . , . 
. - A b - B C = C .. , setzt, und dass 
entsteht, mdem man a - , -:-:. ,,' . ", , .' L" L" I'" 
durch dieselben Substitutionen/. , k ,A ,'" beZ".lll , , J , 
.. , übergehen, dann wird P offenbar gleich dem Producte ans 
den Factoren A-B) (...1- Cl iA - D) .,. 
X iB-A\ (B-C),B-D) ... \ I, C Gf' X:C-A)I.C-B) \ - ,.:. 
xD -" A) (D-B) (D - D) ." x .. , 
F . t 'Iso klar' dass wenn P = 0 wird, mindesten,; zwei der 
G
Js 
.. IS .l.A B ' C' ein'mder O',leich werden: wenn dagegen 
rossen , , " . . • " I . 1 
P nicht gleich (I ist, müssen alle Grössen ~141' ~B, C, ... ung eIC I 
(, ) " 1 
sein, Wir bemerken nun, dass, wenn wir d:c =, . o( er 
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Y' =mxm- 1-(m-l:1 L' xm - 2+ 'm-2 L".?;I/I-~--(rn-:l)L'" .rm-4+ ... 
setzen, dann herauskommt 
r' = (x - B) ':x - Cj ~.1; - D) ... 
+ (x-A) x - C) (x-D;.,. 
+ (x -- A) (x - B) (.r - D,l .. . 
+ (x - A) (x - B) (x - C, ... + ... 
'Yenn daher zwei von den Grössen A. B, C, ... einander gleich 
smd, z. B. A und B, dann wird Y ' dureh x - A theilbar ~ein, 
und Y und Y' besitzen den gemeinsamen Theiler .1; - A. 
Wenn wir umgekehrt voraussetzen. dass l~' mit l' irO"end wel-
chen gemeinsamen Theiler besitzt,' dann muss Y' ein~n der Li-
nearfactoren x - A, x - B, x - C, ... enthalten. z. B. den 
e~'sten .T - A, was sicher nicht geschehen kann, wenn A nicllt 
eI~er der übrigen Grössen B, C, D, '" gleich gewesen wäre. 
HIeraus folgern wir also die bei den L ehr sät z e : 
I. Wenn die Determinante der I<'unction Y O"leich 
o wird, dann hat Ymit Y' sicher einen O"emein;amell 
Theiler, und wenn also Yund Y' keinen ":..emeinsamen 
Theiler haben, dann kann die Deter~ninante der 
Function Ynicht = 0 sein. 
II. Vi' e n n die D e tel' m i n an ted er F n II c ti 0 n Y n ich t 
= 0 ist, können Y und Y' sicher keinen gemein-
samen Theiler besitzen: oder: wenn rund )"' einen 
gemeinsamen Theiler haben, muss die Determinante 
der Fnnction Ygleich I) sein. 
7. 
~s ist aher wO~ll zu beachten, dass die ganze Stärke dieses 
so emfachen BewClses auf der Annahme beruht dass die Func-
t!on 1:~ in Linearfactoren zerlegt werden könne.' Diese Annahme 
selbst Ist aber, wenigstens an diesem Orte. an welchem es sich 
um den allgemeinen Beweis dieser ZerleO"barkeit handelt nichts 
als eine Petitio principii. Und O"leichwohl haben sich vor'durch-
aus ä?nlichen Schlüssen nicht AUe gehütet, welche analytische 
BewClse unseres Haupt-Theorems versucht haben. Den Ur-
s~l'ung ~olchen augenfälligen Irrthums kann man schon im Titel 
dIesel' ~ ntersuchungen selbst erkennen, da Alle nur die F 0 l' m 
der GlelChungswurzeln untersucht haben während die unbeson-
ne~ vorausgesetzte Ex ist e n z derselben 'hätte bewiesen werden 
müssen. Doch übel' eine solche Art des Vorgehens , welche gar 
rationaler ganzer Functionen. 45 
zu wenig mit Strenge und Klarheit im Einklange steht, haben 
wir in der oben erwähnten Abhandlung schon hinlänglich ge-
sprochen. Deshalb wollen wir nunmehr die Sätze des vorher-
gehenden Paragraphen, deren einen Theil wenigstens wir für 
unseren Zweck durchaus brauchen, auf sicherer Grundlage anf-
bauen: mit dem zweiten, dem leichteren, beginnen wir. 
8. 
Wir wollen mit (? die Function 
_C Ix - b) (x - c) (x - d) 
la - bJ2 (a - c) 2 (a - dP .. . 
I ;T(x-a) (x-c)(x-d) .. . 
I ,b _ a) 2-(6 - c)2 (6 _ d)2 ... 
_T .?:-a) (.1:-b) (x-d) ... 
+ (c - ap,c -b:~i(c - d)i:.-~ 
;c (.1:- a) (.1:- b) (x - cl ... + ---~~ ~~,~)- ~~ ~ 'I ~~ ~ ~~ -~~~ -~-+ ... 
d-a!"I/I-b)" d-(:) ... 
bezeichnen, welche, da ja J dnrch die einzelnen Nenner theilbar 
ist, eine ganze Fllnction der Unbestimmten :?:, a, b. c, .,. wird. 
cl /I , d . 1 . bt Wir setzen ferner - = v ,so aSs SIC 1 ergle dx 
I' ,x- b) \x -- c) (:l:-d) ... 
+ (:?: - a) (x - c) (;1; ~-~ d) ... 
+ (x - a) :.1; - b) (x - d) ., . 
+ Ix - aj (.1' - b) (.1: - c) ." + 
Für :1: = a wird offenbar 1!' p' = _T, und daraus schliessen wir, 
dass die Function Je - ou' durch .1: - a, ebenso dureh .?: - b, 
x - c, .,. und also aucll durch dasProduct /I unbestimmt theil-
bar sei. Setzen wir also 
,,'t - elf' 
= u. 
I' 
so wird (/ eine ganze Function der Unbestimmten .1', a. b. (' .... 
und zwar, ebenso wie (?, symmetrisch in den Unbestimmten 11. !J, f', 
. .. Es können also zwei ganze Funetionen '1', s der Fnbestimm-
ten .1:. 1', 1". 7"', ... gefunden werden, so dass dieselben durch 
die S~lb~tit~tionen l' = i:, r = r, l'" = i,"' . ... hezw. in (!, (J 
übergehen. Weun wir al\;o. der Analogie folgend. die Functioll 
mxllt - 1-(m-1l l' .rm~2+ (m- 2: 1".r lJl - 3_ (rn-:\: 1".(/l1~ 1+ ... 
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d. h. den Differentialquotienten dl
y 
mit y' hezeichnen, so dass 
c. x 
y' auch durch jene Substitutionen in v' übergeht, dann geht 
offenbar p - sy - ry' durch dieselben Substitutionen in 
1t - (J/' - ~ v' d. h. in 0 über, und muss also für sich identisch 
verschwinden i§ 5). Wir haben folglich die identische Gleichung 
p=sy+1'Y'· 
Setzen wir demnach voraus, durch die Substitution l' = J/. 
l" = L", 1'''=L''', ... entstehe l' = R, S = S, so wird an eh 
ide;ntisch 
p=sr+Rr 
werden; und da S, R ganze Functionen von x sind, und P eine 
bestimmte Grösse oder eine Zahl ist, so folgt leicht, dass rund 
r' keinen gemeinsamen Theiler haben können, ausser wenn 
P = 0 ist. Dies ist gerade der zweite Satz aus § 6, 
!l. 
Den Beweis des ersten Satzes wollen wir so führen, dass wir 
zeigen, es kiinne, wenu rund r' keinen gemeinsamen Thciler 
haben, P sicher nicht = 0 sein. Zu diesem Zwecke bestimmen 
wir nach den Yorschriften des § :2 zwei ganze Functionen der 
~lt~estillllntcn :1; etwa fi.'0) und 1[' (x; so, dass die identische 
blmchung 
f(X). Y + !['(x). r = 1 
besteht: diese künnen wir auch so darstellen 
, , . d!/,-r f(x:·!'+(P .lI =l+.f.r.(u-I)+rp,1'. dx 
oder, da wir ja haben 
'/}' = (X-h),.I'-~\(,r-rl, +(' \ (l;.r-b) (x---ei(;r-d! ... ] 
.' - " ... J-a). ' d,1 
in der Form 
Ir Ir' (x b)' )! d' + (' ( d[(,r-b)(.1;-r) (x-d! ... ] , \.J;. ,- I,X-C \.?:-- ).. Ip Xi' ,'0-a;' d ' -
,'0 
+f( ) (" ,(, b'( )1 1) f( \ • , d(v-Y) x . ,z-(t) ,1;-, .?:-e \x- ( .. = 1 + XI .(u-l ) + T('?: . --d---' 
x 
Der Kürze wegen wollen wir den Ausdruck 
rationaler ganzer Functionen. 4i 
, _ d(y-r) 
j(x).,y - 1) + T(X)'-d;:- , 
welcher eine ganze Function der Unbestimmten x, 1', r. r, ... 
ist, durch 
E'(x, l', r, 7'" .... ) 
bezeichnen; dadurch wird identisch 
• • cl ; \ d:(u-r)_l +FI )')")'" ) 1 + j(x). !,I'-1 . +!P ,,X) '--dx_- -,.?:, " . , .... , 
und wir haben daher die identischen Gleichungen 
1\ F( -, -" -", ) rp (a).(a- b)(a-c)(a-c.) ... = 1 + ; a, I., I., I. , .. , 
(1) ([!(b).(b - a)(b - c: (b - cl) ... = 1 +F\b, ~> ?::', ?;;:, ... ) 
(p (c) .(e - a)(e - b: (e - d) ... = 1 + F\e, I., I. ,I . .... ) 
K ehmen wir folglich an, dass das Product aus allen 
1 + F(a, 1',1", l"', ... ), 1 + F (b, {, 7", r, .. ,). 
1 + F ',r, l', 1", (", ., .), .... 
welches eine O'anze Fnnetion der l~nbestimmten a, h. r . .... 
r, 1", l"', ... u~l(l zwar eine symmetrische Functiou hinsichtlich 
a, b, r, ... wird. dnrch 
() ' -" -'" l' 1" l'" ) I/' .,)., I. , ... , ,', , ... 
dargestellt werde, so ergiebt sich aus der l\IuItiplication allcr 
Gleichungen (I) die neue identische Gleichung 
I}' -" - '" }' }" } 111 ) (2) 1t.fp(a) (p(b) (p(e) ... = 1[1, • ,). ,Je , ..• " • , • , '" . 
l~s ist ferner klar, dass das Product rp (a) (p(b) (P (ci ... die 
rnbestimmtcll a, b, c, .,. symmetrisch einschliesst , und dass 
man also eine O'anze Function der Unbestimmten 1', l", l"', '" so 
bilden kann. dass dieselbe durch die Substitutionen l' = i.', 
7" = ).", l"'= ),"', ... in rp(a) ([!(b) rp(c) ... übergeht. Ist t 
diese F\~nction, so wird auch identisch 
, '1' Z" 1'" l' 1" r' ) (;~) pt=l['\'", ,,,.,', ''''" 
da diese Gleichung ja durch die Substitutionen r = i:, t = i.", 
l'" = X", ... in die identische Gleichung (2) übergeht. 
Schon aus dcr Definition der Function F selbst ergiebt sich, 
dass man idelltiseh hat 
, F(x, L', L", L"', ... ) = o. 
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Hieraus folgt auch identisch 
1 +·F(a, L', L", L''', ... ) = 1, 1 +F'(b, L', L", Ln" ... = 1, 
1 + F (c, L', L", L''', ., .I = 1, ... , 
und daher wird auch identisch 
1/J(X, )..", A,''', ... L', L", L"', ... ) = 1, 
und also auch identisch 
(41 ./. (l' l" l''' L' L" L'" -'t", , ,'0', , :' ,'0. - 1. 
Es folgt daher aus der Verbindung der Gleichungen (3) und (~) 
wenn wir l' = L', l" = L", 1''' = L''', ... setzen 
(5) PT=l, 
falls wir durch T den Werth der Function t bezeichnen welcher 
jenen Substitutionen entspricht. Da dieser Werth eine' endliche 
Grösse werden muss. so kann P sicher nicht = 0 sein, 
LU. 
~-\~lS de~ y orangehen~en ist nun ersichtlich, dass jede ganze 
.Fu~etlOn } emer UnbestImmten x, deren Determinante = 0 ist 
m ~ aetOl'en z(:rlegt werden kann, deren keiner eine verschwin~ 
dende Determmante hat. ~ucht man nämlich den grössten ge-
meinsamen Theiler der Functionen Y und dY auf, HO wird 
. .' cl.x 
hIerbei }' schon in zwei Factoren zerlegt. Wenn einer diesel' 
F.actoren ,,:iedern,m die Determinante 0 besitzt, möge er auf 
d~eselbe ~-\lt m ~wel Factoren zerlegt werden, und auf diesem 
\\i ege werden wn' fortfahren, bis Yendlich in solche Factoren 
aufgelöst vorliegt, von denen keiner die Determinante 0 hat. 
. ,Fern~r Überzeugt man sich leicht davon, dass unter den-
.leDIgen F ~ctoren, in welche Y zerlegt wird, mindestens einer 
von der EIgenschaft vorkommt. dass unter den Factor;m seiner 
Ordn~lllgsz~hl der Factor 2 wenigstens nicht häufiger vorkommt, 
als dIes bCl der Zahl m geschieht, welche die Ordnung der 
r ') l~ Wir~lic~kei.t kan?- nur derjenige Factor, welcher der grÖbste i~~lIls~me lh~Iler, 1st, eille verschwindende Determinante haben, 
f"h el de~. Be~els . dIeses ~atze~s würde uns auf mancherlei Abwege ~ ren, uberdles 1st er lller lllcht nothwendig da man den 'tnderen ~a~\~\fallds auch dessen Determinante verschwi~den sollte auf'gleiche 
r e an ein und selbst in Factoren zerlegen könnte. ' 
rationaler ganzer Fnnctionen. 4\) 
Function Y angiebt; wenn also etwa rn = k. 2 ,1/ gesetzt wird. 
wobei k eine ungerade Zahl bezeichnet, so wird es unter den 
Factoren von Y mindestens einen geben, der zur Ordnung k'. 2 1' 
gehören mag, für welchen bei ungeradem k' entweder v = ,11 
oder v< fl wird. Die nichtigkeit dieser Behauptung ergiebt 
sich von selbst daraus, dass rn das Aggregat der Zahlen ist, 
welche die Ordnung der einzelnen Factoren von Yausdrücken. 
11. 
Bevor wir weiter gehen, wollen wir einen Ausdruck erklären. 
dessen Einführung bei allen Untersuchungen über symmetrische 
Functionen den grössten Nutzen geWährt, und der auch für 
unsere Zwecke überaus geeignet sein wird. Wir nehmen an, Jl 
sei eine Function 1'on einigen der Unbestimmten a, b, (' .... ; es 
sei ,11 die Anzahl dCl:jenigen, welche in den Ausdruck ~~1 ein-
gehen, ohne Rücksicht auf andere Unbestimmte, die etwa in JI 
noch vorkommen. 'Verden jene ,11 l~nbestimmten auf alle nm 
möglichen Arten sowohl unter sieh als auch mit den 111 - ,'1 ,"on 
a, b, ~, ., . noch vorluwdenen vertauscht. üann entstehen aus JJ[ 
andere, dem JJI iihnliche Ausdrücke und zwar im Ganzen, .11 
eingesehlossen, 
1n (rn-I) (m- 2) (111-:1).". (m-,II + 1): 
den Complex derselben wollen wir einfach den Co m pIe x all e I' 
111 nennen, Hieraus ergiebt sich von selbst, was unter dem 
Aggregat aller Ai, unter dem Producte aller j1[, ., , zu "erstehen 
sei, So kann z, B. j[ das Produet aus allen a-b genannt wer-
den, " das Product aus allen :1: --- (l, v' das Aggregat ans allen 
v 
---, u. s. w, 
x-a 
Sollte zufällig .11 eine symmetrische Functioll ellllgel' der .11 
Unbestimmten sein, die sie enthält, so werden die PermutationeIl 
von diesen untereinander die Function J1 nicht ändern, weswegen 
in dem Complexe ~tller .Ll[ jedes Glied mehrfach, und zwar 
(I , 2 . :3 , , , 1') , mal vorhanden ist, wenn l' die Anzahl der I~llhe­
stimmten bedeutet, in denen Al symmetrisch ist. lst aher JI 
nicht allein inl' Unbestimmten symmetrisch, sondern überdies 
in v' anderen, ferner in 'lI" anderen u. s. f., dann ii ndert sich .11 
nicht, wenn je zwei der ersten Unbestimmten unter einander Yl'r-
tauscht werden, oder je zwei von den folgel1lll'Il /, oder ,"on deli 
dritten 1/" u. S, f., so dass stets 
Ostwald's Kll1ssiker. 11. 
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1 . 2 . 3 . . . v . 1 . 2 . :~ . . . 1,' • l . 2 . 3 . . . 1''' ..• 
Permutationen identische Gliedern entsprechen. Beh1Ut man also 
von diesen identischen Gliedern immer nur je eins zurück, so hat 
man im Ganzen 
m(m - 1) (m - 2) (m - 3) .... im - ,ll + l) 
1 . 2. 3 ... }/. l. 2. 3 ... /I' • 1-.2 . :3 ... 1'" .... 
Glieder, deren Complex wir den Complex aller ll! ohne 
Wiederholungen nennen, um ihn so vom Complex aller j}J 
mit Wiederholungen zu unterscheiden. So oft nichts aus-
drücklich erwähnt ist, werden wir stets die Wiederholungen 
zulassen. 
:Man sieht übrigens leicht ein, dass das Aggregat aller .M, 
oder das Product aus allen .M, oder allgemein irgend welche 
symmetrische Function aus allen jl! stets eine symmetrische 
Function der Unbestimmten a. b, c, ... wird, mögen nun Wiet 
derhohmgen zugelassen oder ausgeschlossen werden. -... ~ 
12. 
Wir wollen nun das Prodnct aus allen Il - (a + b)x + ab 
olllle WiederholungeIl betraehten, wobei u.:r Unbestimmte be-
zeichnen. und d:lssplbe durch ~ bezeichnen. Es wird also t das 
Product aus folgenden ~- m (m '-- l) Factoren sein -
u- (a+b);r+ab, u-(a+c).t:+ac, u-(a+dlx+ ad, ... ; 
u- (b + c)x+ bc, It- (b+d:x+ b d, ..... ; 
I(--(c+d)x+ cd . ...... ; ....... . 
Da diese Function die Unbestimmten a, b, c, ... symmetrisch 
enthält, so lässt sich eine ganze Function der Unbestimmten 
Il, .r, r, l", l''', . " angeben, welche durch z bezeichnet werden 
soll. mit der Eigenschaft, dass sie in ; übergelJt, wenn an Stelle 
der Unbestimmten Z'. l", l"', ... eingesetzt wird I:, ).,", }_''', ... 
Eudlich wollen wir durch Z die Function der Unbestimmten 
u, x. allein bezeichnen, in welche z übergeht, wenn wir den Un-
hestJmmten 7'. r.t", ... die bestimmten Werthe L'. L", L"', ... 
zuertheilen. 
Diese drei Functionen ~, z, Z, können als ganze Functionen 
der Ordnung -~ m (m - 1) der Unbestimmten u mit unbestimmten 
Coefficienten angesehen werden; diese Coefficienten sind 
'! 
" 
~ 
J 
rationaler ganzer Functionen. 
für So Functionen der Unbestimmten .re. a. b, f', '" 
für z. Functionen der Unbestimmten :'C, l'. r, 1"', ... 
für Z, Functionen der einzigen Unbestimmten x. 
51 
Die einzelnen Coefficienten von z werden in die Coefficienten 
von ~ durch die Substitutionen l' = A', l" = )_",1'" = A"', ... 
übergehen und ebenso in die Coefficienten von Z durch die Sub-
stitutionen l' = L', 1" = L", 1''' = L"', ... Dasselbe, was wir 
soeben über die Coeffieienten gesagt haben, gilt auch von den 
Determinanten der Functionen ~, z, Z. Gerade diese wollen wir 
genauer untersueben, und zwar zn dem Zwecke, um einen Be-
wei~ zu erbringen für den 
Lehrsatz. So oft P nicht = 0 ist. kann die Deter-
minante der Fnnction Z sicher nicht = 0 sein. 
Der Beweis diese8 Satzes würde ausserordentlich einfach sein, 
wenn vorllUsgesetzt werden dürfte. das;.< } < in lineare Factoren 
(:r - A:(x - B) ,.re - C) (.r -1)) '" 
zerlegt werden kann. Dann müsste nämlich Z auch daR Produet 
auS allen /( - ~A + B).r + AR werden, und die Determinante 
der Function Z das Product aus den Differenzen von je zweien 
der Grössen 
(A+B).1J -AB, \A+C)x-AC. (A+D).i:-AlJ, 
(B + C)x - BC, (B + D)x - BlJ, ... ; 
.C+D)x- CD, ... ; 
.. , , 
Dieses Produet könnte aber nur dann identisch verschwinden, 
wenn einer seiner FactOl'en für sich identisch = 0 wäre. woraus 
folgen würde, dass zwei der Grössen ~'i, B. C, ... einander gleich 
sind, und dass also, gegen die Voraussetzung. die Determinante 
der Funetion Y selbst = 0 wird. 
Wir lassen einen solchen Schluss bei Seite. da derselbe g-e-
rade wie § (i offenbar von einer Petitio principii ausgellt. nnd 
wenden uns sofort zur Darlegung eines strengen ]kwei~l's für 
den Satz ans § 12. 
11. 
Die Determinante der l<'unction ; wird das Produd aus allen 
Differenzen je zweier (a + b):r -- ab, deren Anzahl 
.1" 
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tm(m-l)(tm(m-l)-1)=tm+1)m m-l)m-2) 
beträgt. Diese Zahl giebt somit die Ordnung- der Determinante 
der Function ~ nach der Unbestimmten x an: Die Determinante 
der Function z wird zu gleicher Ordnung gehören, während die 
Determinante der FUllction Z ganz wohl zu einer geringeren 
Ordnung gehören kann, sobald einige von den Coefficienten'voll 
der höchsten Potenz von x ab verschwinden. Unsere Aufgahe 
ist es, zu beweisen, dass in der Detcrminante der Function Z 
sicher nicht a11 e Coefficienten verschwinden können. 
Betrachtet man die Differenzen näher, deren Product die 
Determinante der Function ~ ist, so bemerkt man, dass ein Theil 
derselben, nämlich diejenigen Differenzen je zweier (a + b ,r 
- ah, welche ein gemeinsames Element besitzen, 
das Product aus allen (a - b) (:-c - c; 
liefern, Wä~ll"end a~s den .übrigen, nämlich aus denjenigen Diffe-
renzen zWIschen Je Jlwel (a + b)x - ab, deren Elemente \'er-
schieden sind, 
das Prodnct aus :t!len (({ + b - r: - 11) .1: - a b + r d 
ohne Wiederholungen entsteht. Das erste Product enthält jeden 
Factor a -- 11 oll'ellbar (m - 2)mal, jed.en Factor x - c' aber 
(m. - I) im - 2) mal, woraus man leicht schliesst, dass der 
". erth dieses l'rotluctes 
= ,-(111-2 I' (111- 1)(1)/-2' 
ist. Bezeiehnen wir also da~ zweite Prodllct durch 0, so wird die 
Determinante fler Funetion ~ , 
= 7(11/.-2 U \II/-J)(III-~) (!. 
Benennen wir ferner }' diejenige Function der Unbestimmten 
x', 7', t", l"', ... , welehe durc'h die Substitutionen l' = i: r =) ,. 1'" ~ ,,, . ' ~ . 
. . /'."" III (! übergeht, und R diejenige l''tmction von x 
allem, 111 welche r durch die Substitutionen t' = L', 1" = L" 
l'" = L'" übergeht, so wird off'enbar die Determinante de; 
Function ::; 
= plll-2 Y (m-t) (111-2) l' 
werden, dagegen die Determinante der Fnnctioll Z 
=jllll-2 y(m-t)(1II-2) R. 
~a Ilun der Annahme nach P nicht = 0 ist, so handelt es sich 
.letzt um den Beweis, dass R nicht identiseh 'verschwinden kann. 
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15. 
Zu diesem Zwecke führen wir noch eine andere Unbestimmte 
'/I; ein und wollen das Product ans allen (({ + b - c - d) w + (a - cl! a - d) 
ohne Wiederholungen betraehten; da dies die a, b, c, ... sym-
metrisch umfasst, so kann es als ganze Function der Unbestimm-
ten te, ),', A", ;:", ." ausgedrückt werden. 'ViI' wollen diese 
Functionen mit f (1D. ;:, X', ),''', ... ) bezeichnen. Die Anzahl 
der Fadoren a + b - c - cl) w + (a - c)(a - d) wird 
=1m(m-l)~m-2),m-3) 
sein, worans wir leicht schliessen, dass 
f '(') ., ." )''''. ) - - (m-2)(111-3) , \. A ,/., • , .•. -"C , 
folglich 
f ' 't l' 1" [''' ) = ('II-:!)(m- ö) '. " I, . ," .. , p 
und 
f '() L'. 1" j ,,, " _])('11-2)(III-;l) "- l, ' _.J.) •••• )-
wird. Die Fundion f \ 1/", L', L", E''', ... ) mu~s im allgemeinen 
zur Ordnung l mm - 1) (m - 2; (m - ;{) 
('chören: allein in besonderen Fällen kann sie reeht wohl zu einer 
~iedrigeren Ordnung gehören, wenn zufällig, einige Co~ffi~ienten 
von der höchsten Potenz von /I' ab verschwmdell; es Ist Jedoeh 
nnmüO"lich dass sie identisch = (J wird. da, wie die eben ge-
funde~e Gleichung zeigt, wenigstens das letzte Glied der Function 
nieht verschwindet. Wir wollen annellmen, das höchste Glied 
, I" 1 '" ) 1 I . , 1 t der Function f ':.1<', j, '" J , ••• , we eies emen l1le I ver-
schwindenden Coefficienten besitzt, sei S1/,/I. Substituiren wir 
. , j' L' 1" L'" I' nun 11) = x - a, so Ist offenbar x - a. , J, ' ••• } eme 
O'anze I<\1llction der Cnhestimmten x, ((, oder was dasselbe ist. 
~ine Funetion yon.1'. deren Coefficienten von der lTnbestimmten 
(l abhängen: diese Function ist so beschaffen, dass ihr höc~stl's 
Ulied ]V xl! ist: sie besitzt folglich einen von (( unahlüi.llglgcll 
lind von Null verschiedenen Coeffieienten. Genan so werden 
, I' I" ,,, \ /'(' ,1' 1" 1 '" 0"' j J - I, j" ." IJ ,"')', ,.-1 - I, ,,' ", J , •• , , ••• IO',lnze 
Functionen der Unbestimmten .1', welche einzeln als llöehstps 
Glied N XV besitzen, bei denen aber die Coeffieienten der folgen-
den Glieder bezw. von a, b, c, .. , abhängen. Folglich wird das 
Product aus den m Fadoren 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00049601
Gauss: Factorenzerleguug 
f ( L ' I" L'" ) . , b l' L" J '" . x - a, ,_.I, , .•. , j :.?~ - , ..J. ,  .... 
f ' L' 1" 1'" ) • I.T - r, ,~~.J 1""'.' 
eine ganze Function von ;r, deren höchstes Glied lym XliiI' sein 
wird, während die Coefficienten der folgenden Glieder von ((. h, 
c, ... abhängen. 
Wir hetrachten nun ferner das Product aus den m Factoren 
f( l' l" ['" \ j'( b [' Z" I'" ."t-a, ,', , .. '/' :C-, I, f,' ••• , 
f( 7' I" 1'" x-c, ') " , .. ,,!, ••• , 
welches als Function der Unbestimmten x, a, b, c, , .. r, 7", 7"' ..... 
die in a, b, c, ... symmetrisch ist, mit Hülfe der t'nbestimmten 
x, ),'. r. ),"', ... l', 1", l''', .,. dargestellt und durch 
(p (x, I,', I,", )."', ... 1', 1", 1''', ... ) 
bezeichnet werden kann. Es wird also 
'PiX, I:, ),", ).''', ... I,'. ;,", I."'. ' .. ) 
das Product aus den Factoren 
. /,::1'-(1,1:,),".)."', ... ). ,f(.r-b,r,).",;:", ... , 
j','.1· -. C, I,', ),", I."', ... ; .... 
und folglich unbestimmt theilhar durch e, Ja, wie man leicht ein-
sicht .. k(l(~r Factor \'Oll !! in einem jener Factoren enthalten ist. 
'''ir wolleIl d:t1wr ~dZ('1l 
11' (.1', i,'. 1.". I."', .... ;". ).". I:" . ... \ =!! 1/'('1'. I.'. X'. X''' . ... ). 
wo das Zeichen 1/' eine ganze Fnnction <lndentd. IIicran~ folgt 
aber leicht, dass m:m auch identi~ch ltat 
(I'(,'C.L'. J,". J,''', "" I.'. Ln. L"', ... )=B/i,(.?·.L'. L", L''', , .. ). 
Wir haben aber oben bewiesen, dass das Prodnct der Fac-
toren 
f '( L' L" I ", ) f( l l' L" L'" . :r - a, , " J , " ',', .1' -- 'J, J. , •••• , 
f(x- c. L'. L", L''', ".l, .. ,' 
welches = Ir (.1:, ?,'. I,". I,"'. ' .. L', L", L"', ... ) wird, als höch-
stes Glied XIII :r;IIII) besitzt: folglich wird die Fllnction If' (.1:, L', 
L", L"', " ., L', L", L''', ' .. ) dasselbe höchste Glied besitzen 
und also sicher nicht identisch = 0 sein. Deswegen kann auch 
R nicht identisch = 0 sein, und ebenso wenig die Determinante 
der Function Z, 
rationaler ganzer Functionen. 
1 fi . 
Lehrsatz. Bedeutet ({'(u, xl'" dasProduct aus einer 
beliebigen Anzahl von Factoren, welche in u, x nur 
linear und also von der Form 
I l-l' , "+'.)" +" a + (3 u + y:t, a + (-.li + y x, a {J U Y:L', .. " 
sind, und ist weine andere t'nbestimmte. dann wird 
a ie Fu nctiol1 
( 
drr (u, xl drp (u, xi) 0 
({l u+w I ' .1'-W d = .... 
r G X .ll 
durch (p(u,x unhestimmt theilbar werden. 
Bewe'!:". Setzen wir 
(P (u .1: =CI + du + i'x) Q = (ci' +;'1' /( + y' x) Q' 
1 i , j 11 " \ ()" 
= •• IX" + ;1 1l + ,'X) >l =,." 
so wenlen Q. (i, Q", .. , ganze Functionell der rnhestimmten 
ICi 'I IX' .J' ,/ c/' 3" ,," ,.' werden, und man erhält U, :1:, a, 1;-1, I' , l • I' 'I ~ I • 
l ( ) cl Q " " ~' , ) d Q' ~L~~=yQ+(a+[3u+yx dx =;,Q + ,IX +/Il+r X d.)· 
d X 1 {". 
11 If " \ ( <~ 
= y" Q" + IX + {3 II + /' :r; 1(17 = . 
dll' (u T) ) dQ 'J'(IV + '+ :>'11 + '/r dQ' 
_, __ ,_,_._. = /1 Q + 'IX + t'lll + /,x cl 1l = IJ co{. IX i) ,. -;ll~ 
du dQ" 
" ,y' + " ) 
=/'Q" + (a +11 11 y:r -ar = ..... 
Setzt man diese Werthe in die Factoren ein, aus denen das 
Product .Q O'ebildet wird, nämlich in 
" " dll' (u, ,'C ." dir :If, xl 
a + ,du + f:t I j'lw dir ~ , 11 du 
d'f(u.x) ,drp'u,x. 
a ' + 'r u + y' x + I'{ 1/)- . -;' Ir d 1 d.?' /( 
drfiu, .r) "d'fIN.)' 
"+ r /l + y" ,'C + :-]" 1C : - I /f' (f /1 fI, 1 d:1' 
*) Auch ohne besonderen Hinweis er~~nnt w~hl..ieder Leser, dass 
d" ol'!'gen" einO'eführten Zeichen auf .leuen elllzigen Paragraphen \C Im v s" . .' 'd f "h' Zll beschriillken sind, und ebenso, dass dlC JetzIge mit er ru eren 
Bedeutung der Zeichen f{J, U' nicht verwechselt werden darf. 
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,0 crhaltell diest' die fnlg'elllleil \Verllw 
'(( -L ,]1/ -'--., l' (I + ,] /1' clQ - "IC :}Q), 
, ," I' d ,I' I du 
, )' ,( y cl (J' ,cl f1') 
\ U + iJ I( + i' ,r 1 +;) IC -/- - i' 1C -,- • 
( ,1' ~ /( 
" )" " ,( "dQ" "dQ") 
,(i + ,) Il +., ,r, 1 +1 II'~--" w-,-
• , 'rl J' I ci Il ' 
,(I llas~ abo n das Prodnct aus Ir .,11, ,I' und den Factorell 
) I1(J cl(j ,dQ', dQ' 
I + .J /I' - -., /1' --- I + ,1 /1' .. _., U' --' 
• cl ,I' I d 11 ' , cl ,I' I d It ' 
)" /1fi' "d ([ 
1 + ) I/' -;1; -- i' /1' d It ' . , . 
wird, d, h, alls ,/ .,'I,.J' lind ('in('!' ganz()!) Funl'tion tim' rnhc-
:-;tillllHt~'ll 11, .r. 1/', (f, I:l . i'· ((', Ir. i,'. ({", J", i''' . ... 
17. 
Ih'l' I,,'hl',atz .I", \'()ri~t'lI l'aragr:lJlllI'n ist otfenloa!' auf die 
FIlI\('ti"n ~ :lllw<'lldh:lI', \\'('\eh<, wir \011 ,idzt ah durch 
l 1(, ,I', i.', i.", i,"' . ... ' 
l'ez('i,'hll('n wollt'n, ,0 d:t';~ 
t
. d: 
1/+11' ',,)' d,l' 
,I': 
11.'-'-, ;.', i,", i,"', .. ,) 
dl( 
dllrch :: IInhcstimmt theilhar wird: dcn Qoti(,l1tCI1, welcher eine 
t::I1lZ<' Fnnction (ll'!' r nbe~tillllnten /(, ,I', I/', (/. b. ", , , , und zwar 
in 1/, h, (', "ymmetl'i~ch sein wird, wollen wir durch 
I" Il, .1', //', i.', i,", i,"' . . ' ,i 
.\:II'-t,·11.'lI, IIit'l'all'; "chli,'ssell wir, dass man aurh identi"e!t prhiilt 
r/;: 
'/1'1/1('1', r,!,", ... ) =;:, /1' ~/(, ,1',11',1',1'.1''' . ... ) 
,/ :: 
,. 1/ -~~ /1' - ,. 
. r/,'" 
lind "!Wl1," 
, r1Z r1Z 
.I'i+ /1' ';(,: ' ,1' - 1/' d" ' C, L", /;', .. ,\ = Z.I/I U, ,/" If" L', L", L"', 
,,""!In man 1I]~(l die FunrtionX einfach durchF /I, :1') bezeichnet, 
~o da" man hat 
\ 
' .. , . 
rationaler ganzer Functioncu, 
f 11. ,7.1/, ],", 1~"'. ,,, =.}' u, ,r\. 
dann wird iden ti sc h 
( d Z d X) " l' L" F U +1(,-, .r - 11' - = /, ,1/' W, ,r, 1c' ,. ' cL./' cl /( 
1 S, 
37 
L '" ) ; .... 
Setzen wir daher \'ora11S. dass hestimmte \Yerthe \,(,n /I, ,1:, 
etwa /( = C. ,1' = X 
rlX ~ .\', dX =c'C' [" 
rI.r 1/1/ 
lid't'rn, dal1n \I il'd id.'lItist'1i ".,ill 
F( r + /1'.\' .\ (/' { " F {', .\ ./,1, ,\, " C 1.", e", 
:-'(' "ft {" lIi .. ht v,'n.('h,,'illf"'t, \I ird 111:111 
.\ '\' 
F {' + {' 
,\' J' 
( 
.\ ." J 
/1' {" 
\' .I Fr·,.\ ,/ " r', .\,' (' , 
lind dit'" k:lll11 :\11('11 _0 :ln,,!!,,'spror!J('n \\,prtlell 
c, r, /," 
.\ .\' .\' J {' + ' dann g.')lt di,' FlIlI<'ti"lI I"etzt lIlall 1/= C' f" 
X iihl'\, ill 
F f'. ,\ { ', .\",\ -" f " I," (" I.', r, /. 
I 'I, 
j)a in t! p mil'ni"(,l1 1":111<-, in \\',,\('h"ll\ /' nieltt "i-t di .. 
V('ft'l'minanll' ;ll'r r"Funrtion Z I'illf' niellI id/:nti"',11 \1'1'",1,,\ in 
dl'JH]t' FUlldioll t!1'1' "nhl'sli11lmt"11 .r i-I. ,n \\"Ird djO' ,>lIIald 01 .. 1' 
hestimmtpn \\' I'rllIl' von .J", fiir ","\1'1,,' ,\I"SI' \)t'tn11l\ll:mlo' d"ll 
Wrrth 11 erlnngen kann, pint' I'lIdlidlt, Zahl "'in, 1'- k"111"'n al"" 
unendlich \'idf' \\'('1't]H' ,IPI' "nh('"timmlt'lI .r allg l 'g,·I'('11 \1'1'1'01"11, 
welche jellN net('rminall!" .. in,t'll VOll 11 \'I'r;.;,'1Ii .. t1'·!1I'1I \\"'1':11 1'1" 
thrilen, .\ "ei .. in ~o"'h('J' \\ erth \'on J', 01"11 wir n!tf'J'ili .. , :d~ 
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l' e eil voraussetzen können). Es wird also die Determin:lIlte der 
Function F(II, X) nicht = 0, und tlaraus folgt, gemiiss Lehr~atz 
II., § ß, dass die Funclionen 
FI Xl d dF(u, X 
u, . un du 
keinen gemeinsamen Theiler haben kiinnen. Wir wollen fernpr 
voraussetzen, dass es einen bestimmten W erth [~,"on u giebt, 
welcher reell oder imaginär, d. h. von der Forlll [/ + 11 }'-I 
sein kann, und welcher F:u, X) = 0 macht. so dass also 
F(U, Xl = 0 ist. Es wird dann u - C ein unbestimmter Factor 
0. F t· F' X' 0. i! I' I '0. 0.' ,dF.u, X) er unc lOn (U, ), un lolg lC 1 wn' le FunetlOn - -/-( u 
sicher nicht dmch u - U theilbar, Nehmen wir also an, dass 
d' F ' dF(u, Xl~, [~ lese unctIon d den Werth [ erhalte, wenn u = 
u , 
gesetzt wird, so kann siehel' U' nicht = 0 sein. Offenbar wird 
aber U' der Werth des Quotienten dZ bei partieller Differen-
du 
tiation für u = U, x = X; wenn wir also überdies den Werth 
.1 Q' t' dZ, uCS uo lenten -t- bel partieller Differentiation für die~elben 
( ,1: 
Werthe VOll U, x mit X' bezeichnen, so ist es nach dem im vo-
rigen Paragraphen Bewiesenen klar, das~ die Function Z durch 
die Substitution 
xX' X':r 
u=U+ r ,- '(,i" 
identisch verschwindet, und also unbestimmt theilbar dureh den 
Factor . 
X' ( XX' 
u + ~~, x - [~+ _.L
r
:,-) 
wird. Setzt man daher u = x 1, so wird oft'enbar ]<'\:r2, x.' durch 
2 -+-, T-:-~'" ~ ... X' ( ,r "') 
X , [J' x - LI + 'C' 
theilbar und erhält demnach den Werth 0' wenn für x eine 
Wurzel der Gleiehung , 
X' ( XX') 
.1:
2 + [J' X - F' + -tJ' = 0 
d. h. 
rationaler ganzer Fnnctionell. 
- X + lcl [T 7]'2 + 4 X X' r" +- X':! 
x = ----"-----;!. C 
59 
genommen wird. Diese Werthe sind oft'enbar entweder reell 
oder in der Form g + lt V -i enthalten. 
Jetzt kann man leicht beweisen, dass durch dieselben Werthe 
von x auch die Function r versehwinden muss. Denn offenbar 
, I( 2 .,.". '" 0. P d t II ) : b' 1st .x, x, I., I., I. , ... as 1'0 uc ausa en .T-(l ::(:- J 
ohne '\Yiederholnngen und somit = UIll - 1• Hieraus folgt sofort 
f(,1: 2, x, l', l", r, " .:: = ym- t 
.l(.r2, x, L', L", L''', ... ' = r lll - 1 
oder F.x2.:/; = pn-l: ein Specialwerth dieser Function kann 
also nicht ,"er~chwillden, wenn nicht zugleich der Werth ,"on r 
yersch windet. 
Durch die bisherigen l'llter~lIchllngcn ist die Li) ~ IIn g der 
Gleichung r = 1). d. h, die Auffindllug eines bestimmten 'Werthes 
yon x, welcher der Gleichung gCllii;d nlld entweder reell Oller IInter 
der Form g + " 1= t enthalten ist, auf die LÜSUllg der Glei-
chung P (u, X) = 0 zurückgeführt. sobald die Determinante der 
Function 1 ~ nicht = 0 wird. Es möge bemerkt werden. dass. 
wenn alle Coefficienten in r d. h. die Zahlen L', ],", })", .. ' 
reelle Grössen sind, auch alle Coefficicnten in FI/I. X' reell 
werden, falls man, wie es erlanbt ist, für X eine reelle Grösse 
angenommen hat. Die Ordnung der Hülfs-Gleiehullg F(u. X) 
= 0 wird durch die Zahl -}m (m - tausgedrückt; ist also 111 
eine gerade Zahl yon der Form :2 ,11 k, wobei 1.. unbestimmt eine 
ungerade Zahl anzeigen soll. so wird die Ordnung der zweiten 
Gleichung durch eine Zahl von der Form 2,'1- 1 kausgedrückt, 
In demjenigen Falle, in welchem die Fllnction }~ eine De-
terminante = 0 besitzt, wird naeh § 10 eine anü .. re Function ~) 
angegeben werden können. wele ho jene theilt, de~'en ,Deternü-
nante nicht = () ist, und deren Ordnung durch eme Zahl 2' l 
ausgedrückt wird, so dass entweder l' <,I' oder J' = ,I' ist. .lede 
beliebige LiisunO' der Gleichung '1) = 0 wird auch der Gleichung 
. b • 
Y = () genügen: die Lösung der G1eiehung ~) = 11 wird wieder-
um auf die Liisung einer anderen Gleichllng rcdllcirt. deren Ord-
nung durch eine Zahl \'on der Form 2"-1 kausgedrückt wir,1. 
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Hierau~ schliessen wir also, dass allgemein die Lösung jeder 
Gleichung, deren Ordnung durch eine gerade Zahl der Form 
2,H k ausgedrückt wird, auf die Lösung einer anderen Gleichung 
reducirt werden kann, deren Ordnung durch eine Zahl von der 
Form 2,w k ausgedrückt wird, wobei ,It' < ,Il ist. Falls diese 
Zahl auch jetzt noch gerade ist, d. h. falls nicht ,u' = fJ ist, wird 
diese Methode von neuem angewendet werden, und so werden 
wir fortfahren, bis wir zu einer Gleichung kommen, deren Ord-
nung durch eine ungerade Zahl ausgedrückt wird: die Coeffici-
enten dieser Gleichung werden sämmtlich reell sein, wenigstens 
sobald alle Coefficienten der ursprünglichen Gleichung reell 
gewesen sind. Es ist aber bekannt, dass eine solche Gleichung 
ungeraden Grades sicher lösbar ist, und zwar durch eine reelle 
Wurzel. Folglich werden auch die einzelnen vorhergehenden 
Gleichungen lösbar sein, sei es durch reelle Wurzeln, sei es durch 
solche von der Form r; + 111-/=-1'. 
Es ist also erwiesen, dass jede Function Y von der Porm 
.1'111 - L' :-cIJl.-l + L" .1: 111 - 2 - ••. , wo L', L". . .. bestimmte 
reell!' Grössen sind, einen Factor .1: - A besitzt, wo A eine reelle 
oder eine unter der Form .rI + lt 1 =--j enthaltene Gl'üsse ist. 
Im zweitcu Fnlle erlangt. wie man leicht einsieht, Y den 'Yerth 
11 auch durch die Substitution .I' = [! -11 V -==t und ist folglich 
auch durch .1: - CI} - "r=--l, theilbar und deshalb auch durch 
<las Product ,/;2 - 2 f/:t: +.lJ2 + "2. Daher hat jede Fllnction Y 
,icher einen reellcn Factol' crsten odcr zweiten Grades. 'Yeil 
dasselbe wiederum von dem Quotienten gilt, so i,t es offenbar, 
das~ Y in reelle Faetoren ersten oder zweiten Grades zerlegt wer-
den kann. Dies nachzuweisen war der Zweck dieser Abhandlung. 
,- I 
Dritter Beweis des Satzes 
über die Zerlegbarkeit ganzer algebraischer Funotionen 
in reelle Factoren 
yon 
C. F. Gauss. 
Ergiinzllng der yorhergehenden A lJhandlung. 
Nachdem die vorhergehende Abhandlung seholl gedruckt 
war, führte mieh fortgesetztes Nachdenken iibel' denselben Gegen-
stand auf einen neuen Beweis des Satzes, welcher ebenso wie der 
YOl'hergehende rein analytisch i8t, sich aber auf ganz yersehiedene 
Principien stützt, und hinsichtlich der gillfachheit jenem bei 
weitem iiberlegen erscheint. Diesem dritten Beweise seien nun 
die folgenden Seiten gewidmet. 
1. 
Gegebcn sei folgende Fnllction der r lloestimmten .1:: 
X=x lll +Axm-1+Bx'JI-2 +[,.,;111- 3 + ... L,I'+L.I:+Jl, 
deren Coefficienten A, B, C, .. , reelle bestimmte G-rüSSell sind. 
tJnter r, If' verstehen wir andere l'nbestimmte und setzen 
1,IIlCOS m (P + Arm - 1 cos(m-t) If' + Bl'l/l- 2 COS (111- 21 If' 
+ Cl'lII-;;cos(IJI--:l If' + ... + Lrcos I/, +JJ=I 
~.III sinJnlp +Arill - Isin (m - 1) If' +Brlll - 2 sinJn-2. Ip 
+ C1'I/l-:\ sin (711 - :\) If' + ... + L}' sin 1/= 1/ 
mTIil e08111 Ip +(1I"t-1).:1 1'111- \008 lm-l) Ir + ·111-2 lJ 1,11l-1 
eos(m- 211/, +(m -:1) Crl/l'-:lros\JII-:1 'If' + ... +1, l'eOAI/= f' 
UU,III Sill llHp + (m- l)A 1'111-1 sin (111 - 1\ Ir + (111- 2 B I'III-~ 
sin(m-2!lp +(m-:\) C!rlll-:lsin (111-:\! Ir+ . .. + ],r sill Ij = /I' 
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m21,lIIcosmlf+ 'm-1)2AI'I/I-lcoslm-l,l '( + m-2)2B r l/l- 2 
cOßf,m-2,lf+(m-3)2 Crl/l-:\cos(m - :1)([ + ... +Lrcos(p=t" 
m2rlH sinmf{ +.m- 1 2Arlll - 1sin (m -l)lf+ (m-2'2B r i/!-Z 
sin(m-'11 (P + (m- ;)~2C}'I/l-:;sin(m-:1J(p+ ... +Lrsin(p=lt, 
,t2 + u2)tt" + uu") + ,tu' -1tt'!2- (tt' + uu')2 
, -y 
J' ,P+UL, 2 - • 
Den Factor r kann man offenbar ans dcm Nenncr der letzten 
:Formel wegheben, da t', u', t". u" durch ihn thcilbar sind. End-
lich sei R eine bestimmte positive Grösse, die zwar willkürlich 
sein, aber doch die höchste der Grössen 
mAl'2, f~ BV2, -V~ Cl/'1, V~Dl 2,- ... 
übertreffen soll; bei diesen Grössen soll von den Vorzeichen von 
A. B, C, D, ... abgesehen werden. d. h. die etwa vorkommen-
den negativen sollen in positive verwandelt werden. Nach diesen 
Vorbereitungen behaupte ich: dass tt' + uu' sicher einen posi-
tiven Werth erhält, wenn r = R gesetzt wird welcher ~reeIle: 
vVerth dem ({ aneh zuertheilt werde. ' 
Bell'cis. Wir wollen setzen 
RlllcosE)()+ ARIII-j cos (1;)"+ (p) + BRIII-2COS 1,4;)°+ 2 11') 
+ UJlIII-öcos ',15(1 +:3 (p) + '" +LRcos (45°+ (m-i) p) 
+ JI cos (4~)n+rn(p) = 1', 
RIII sin .tflo +ARI/],-j sin (4;)°+ Ipl + B Rm-2 sin 'l:/'+2(p) 
+ URm- 3 sin (4f)o+~p) + ... + LRsin(47)o+ (m-i) (p) 
+ Jlsin45°+mrp) = [T, 
rn](,111 ?O~ -15° + \~ - 1) A Rill- 1 cos !45°+ ({) + (m- '1)B R1n-2 
c084;)0+ '11Pi + (m-:3; CR'II-3coS (45°+ 3 (p)+ ... 
+LRcos(-15°+ (m-I) (r) = 1", 
mRsin EJ')+ m- 1, ARIII-j sin(!5°+p) +(m-2)BRm -2 
sin,-17)0 + 2 (rl + (m -;) 0 Rrn-:3sin (45° + 3 ({) + ... 
+LRsin(45D + (m-l)f{)= U', 
dann folgt offenbar: 
1. l' ist aus den Gliedern zusammengesetzt 
rationaler ganzer Functionen. 
Rm-t_ 
-~ (R+ mA V2. cos (.15°+p) 
mV2 
R m-2_ 
+- _,(R2+mBV2cos(45°+:2ip) 
mV2 
Rm-3 _, 
+ ----= (R3+ m OV'1 C08(45°+3 (p)) 
rn Y2 
Rm-J _ 
+ --;= (RJ+ mDl':2 c08(45°+4 (p)) + ... , 
ml2 
63 
welehe für jeden bestimmten reellen vVerth von (P, wie man 
leicht sieht, einzeln positiv werden; folglich muss l' einen posi-
tiven Werth annehmen. Auf ähnliche Art wird bewiesen, dass 
auch U, 1", L" positiv werden, so dass auc,h Tl" + UU' 
eine positive Grösse werden ll1U~S. 
H. Für r = R gehen die Fnnctionen t, u, t'. u', bezw. in 
1'cos ,,15() + 'fiHp) + Usin (-15() + mlp;, 
l' sin (1f)0 + mrp) - U cos(l[)O + m ((, 
T' cos (t5° + m (t) + C' sin (15° + m (f', 
1" sin (tf)o + m(p) - [J' cos I, l5° + m(p' 
über, wie durch wirkliche Entwiekelung leicht gezeigt wird. 
Folglich wird der Werth der Function t t' + U l(' für r = R 
gleich T 1" + U U' und also eine positive Grösse werden, 
D ebrigens schliessen wir aus denselben Formeln. dass der 
Werth der Function t2 + n 2 für r = R gleich 1'2 + U~ nnd 
also positiv wird, und daraus folgt, dass für keinen '" ertll von 1', 
welcher grösser ist als die einzelnen Grössen mA l i~ Y mB V 2, 
Y m Cl':2, .. , , zugleich t = 0, Il = 0 sein kann. 
2. 
/, (' lt r s atz. In 11 e l' haI b der nr C n zen r = 0 und }' ~ R 
sowie r = 11 nnd (p = :160o g;iebt eR sicher solche 
Werthe der Unbestimmten r, (P, für welche zugleich 
t=o und I{=() wird. 
Be w (' i s. Wir wollen alllwhmen, der Lehr~atz sei nieht 
richtig; es ist offenbar, dass der Werth von 12 + u'! für alle 
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Werthe der Vnbestimmten innerhalb der angegebenen Grenzen 
einc positive Grösse werden muss, sodass der Werth von y stets 
endlich ist. Wir betrachten das Doppelintegral 
jJ ydnhf' 
von r = 0 bis r = R und von 'f' = I) bis If = :lljO" erstreckt, 
welches also einen endlichen, vollkommcn bcstimmten Wertl1 er-
langt. Dieser Werth, den wir durch f2 bezcichncn wollen, muss 
erhalten werden, gleichgültig, ob man die Integ-ration zuerst nach 
If' und dann nach r oder in umgekehrtcr Ordnnng ansfiihrt. 
Wir haben aber unbestimmt, wenn wir r als Constante be-
trachten, . 
f d tu' - u t' y (f' = -1' (t2 + u2; , 
wie durch Differentiation nach fJ' leicht bestätigt wird. Eine 
Constante ist nicht hinzuzufügen, falls wir voraussetzen, dass 
die Integration von If' = 0 beginnt, da man ja für If = 0 erhält 
tu' - 1~ t' tu' - u t' 
". ,,' -~" = O. Da nun offenbar auch für Ir = 3 () 1/" 
1't2 + u2) r(t 2 + 1(2) 
verschwindet, so wird das Integralf y cl If' von 'r = I) bis 'r =:l (j f)" 
genommen = 0, während l' unbestimmt bleibt. Hierans folgt 
aber !2 = O. 
Ebenso haben wir unbestimmt, indem wir rf als constal1t be-
trachten. 
f· dr = t_t,' + 1l 11' Y ") + 2 ' • - u 
wie ebenso leicht durch Differentiation nach r bestätigt wird; 
auch hier braucht keine Constante hinzuO'efliO't zu werden, falls 
man die Integration mit l' = () beginnt. De"'shaTh wird nach dem im 
vorigen Paragraphen Bewiesenen das von l' = () bis r = R aus-
TT' + [ru' 
gedehnte Integ-ral = -- -- " - und folO'lich nach dem Satze ~ 1'2 +U2' '" 
d:s vorigen Parllgraphen für jeden reellen Werth von fJ' stetB 
eme positive GrÖsse. Folglich wird auch Q d. h. derWerth des 
Integrals 
.TT' + UU' 
.I T2 + C2 dlf' 
von fJ' = () bis rp = 36fJÜ genommen, nothwendig eine positive 
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GrÖsse. *) Dies ist widersinnig, da wir dieselbe Grösse vorher 
= 0 gefunden haben. Unsere Voranssetzung kann daher nicht 
zutreffen, und damit ist die Richtigkeit des Satzes erwiesen. 
;~. 
Die Fnnction X geht ;durch die Substitution x = 1'(cos (f + 
sin rp Y - 1) in t + u y' ~-l un~_durch die Substitution .:c = r 
(cosrp-sinrpy'=l) in t-uV- l über. Wenn also für ~e­
stimmte Werthe von }', (f' etwa für J' = g, rp = G zugleICh 
t = (). u = () entsteht. (und dass es solche Werthe giebt, ist im 
vorigen Paragraphen nachgewiesen worden). dann erhält X für 
jede der Substitutionen __ 
,r = g (cos G + sin G. ~' =1), .x = !J eos G - sin G.l - 1) 
den Werth 0, und wird folglich unbestimmt durch 
.t: - g (cosG + sinG.l =- I) 
und ebenso durch x - g (cosG - sinG.l- I! 
theilbar. So oft sin G nicht = 0 ist, noch [I = 1). sind diese Divi-
wren ungleich, und X wird folglich auch (lurch ihr Pro\luet 
,'(;2 _ 2gcos G.x+g2 
thdlb:tl' sein ; sooft aber entweder sin G=O nndalso cos G= + I 
oder g = 0 ist, sind jene Factoren identisch, nämlich = ./;. :- g. 
Es steht also fest, dass die Fnnction X einen reellen DIVIsor 
zweiten oder ersten Grades besitzt, und da derse~be. Schluss 
wieder für den Quotienten gilt. so ist X vollständIg Jll solche 
Factoren auflösbar. 
14 . 
Obwohl wir im Vorangehenden die von uns unternommene 
Aufgabe vollständig zu Ende geführt haben. so wird es doch 
~I Dies ist an und für sich klar. Uebrigens wird als unbestimJll-
. C . te~ Integral leicht meT + 45(1 - are tang l' ermIttelt. und Jllan kann 
auf and ercm Wege bE'weisen. ,denn an und !'iir sich ist es noch nieht 
zu Ubersehcn, welchen von don nn<mdlkh vlelen 'N ertlw,l\ der mehr-
werthigen Fnlletioll are tang ~: ,die zn er = :W(l° g-eh1irrn, mal1w:ihlen 
muss) dass der Werth, wplchel1man bei t1el' lntpp;ration fiir q:~:\(~OO 
erhält', = 111 . :\GO" oder = 2 1117l gesptzt wenlpn 1ll1l~8. Aber d\('~ l~t 
fiir unseren Zweck nicht nothwendig. 
Ostwald's Kla.ssiker. 14. 
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nicht überflüssig sein, noch Einiges über die Schlussfolgerungen 
des § 2 hinzuzufügen. Von der Voraussetzung aus, dass t und It 
für keine Werthe der Unbestimmten T, ({' zwischen den dort an-
gegebenen Grenzen zugleich verschwinden, sind wir in einen 
unvermeidlichen Widerspruch verfallen, woraus wir die U nrichtig-
keit der Voraussetzung selbst erschlossen haben. Dieser Wider-
s~ruch muss also aufhören, wenn es wirklich Werthe von r, (f' 
gICbt, für welche t und u zugleich = 0 werden. Um dies noch 
weiter zu veranschaulichen, bemerken wir, dass für solche Werthe 
t2 + u2 = 0 und also y unendlich wird, so dass es nicht länger 
erlaubt ist, das Doppelintegral.r{y dr dtp als angebbare Grösse zu 
behandeln. Im Allgemeinen giebt, wenn g, 'I, ( die Coordinaten 
von Raumpunkten bezeichnen, das Integral.!J y d r dtp das V 0-
lumen eines Körpers, welcher durch die fünf Ebenen begrenzt 
wird, deren Gleichungen 
~=O, '1=0, (=0, ~=R, 17=:HiOo 
sind, u?~ d~uch eine Fläche, deren Gleichung (= y ist, wenn 
man dle.lemgen l'heile des Körpers als negativ betrachtet, in 
<lenen die Coordinaten ; negativ sind. Aber hier wird still-
Hchwei~end an?enommen, dass die sechste Fläche s te ti g sei: 
wenn dlCse Bedmgllng dadurch fällt, dass y unendlich wird, kann 
es ganz wohl geschehen, dass jene Auffassung keinen Sinn 
mehr hat. In diesem Falle kann von der Auswerthung des 
Integrals f{ ydr' dtp keine Rede sein, und .deshalb ist es nicht 
wunderbar, dass analytische Operationen in blindem Rechnen 
auf nichtige Dinge angewendet, zu Widersinnigem führen. 
. . ( tu'-ut' DIC IntegratIOn y dm = - "- ist nur so lane:e eine 
. . • r r(P+u~) u 
WIrklIche Integration d. h. Summation als zwischen den Grenzen 
in denen man integrirt, y überall ei~e endliche Grösse ist da~ 
gegen wird sie widersinnig, wenn y irgend wo zwischen Jenen 
Grenzen .unendlich wird. Wenn wir ein solches Integral.f'l d ~, 
welches Im Allgemeinen die Fläche zwischen der Abscissenaxe 
und der Curve angiebt, bei welcher die Ordinate r zur Abscisse ~ 
gehört, nach den gewöhnlichen Regeln entwickeln und dab~i 
der Stetigkeit uneingedenk sind, so können wir uns sehr oft in 
Widersprüche ver:ltricken. Setzen wir z. B. I) =~2' so liefert 
:, 
die Analysis als Integral C -~, wodurch dieF'läche richtig an-
" 
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gegeben wird, so lange die Curve ihre Stetigkeit bewahrt; da 
diese bei g = 0 unterbrochen ist, so würde, wenn Jemand un-
gereimter Weise nach der Grösse der Fläche von einer negativen 
bis zu einer positiven Abscisse fragte, aus der Formel die wider-
sinnige Antwort folgen, dieselbe sei negativ. Was aber diese 
und ähnliche analytische Paradoxen bedeuten, das soll bei einer 
anderen Gelegenheit ausführlicher verfolgt werden. 
Hier möge nur noch eine einzige Bemerkung angefügt werden. 
Vlcerden Fragen 0 hn e ir ge n d welch e Ein s chrän kung vor-
leO"t, welche in gewissen Fällen widersinnig werden können, so 
hilft sich die Analysis sehr häufig dadurch, dass sie eine zum 
l'heil unbestimmte Antwort giebt.. Wenn wir z. B. das Integral 
Jfy dr dIp von r = c bis T = fund cp = E bis (f' = F erstrecken 
u 
und den Werth von-
t 
für r = c, If' = E durch (-) 
r = c, cf' = F r-/ 
r = j, If = E 0" 
j F ü. '" 1" = ,If = IJ 
hezeichnen, so erhält man leicht durch analytische Operationen 
den Integralwerth 
, F_'" F_"" Q'1 
arc tang G - arc tang G - arc tang ~ + arc tang'~ ..' , 
Das Integral kann in Wirklichkeit nur dann einen bestimmten 
Werth habeIl. wenn y zwischen den angegebenen Grenzen stets 
endlich bleibt. Dieser Werth ist in der angegebenen Formel sicher 
enthalten, aber er ist durch dieselbe nicht völlig bestimmt, da ja 
der arc tang eine mehrwerthige Fl1nction ist, und es muss weiter 
durch andere, übrigens nicht sehwierige Betrachtungen entschie-
den werden, welche Fllnctionalwerthe in einem bestimmten Falle 
zu bevorzugen sind. 'Wenn dagegen y irgend wo zwischen den 
angegebenen Grenzen unendlich wird, dann ist die Frage nach 
dem Werthe des Integrals .1./ y dnllp widersinnig. Dies hinde~·t 
nicht, dass, wenn man durchaus eine Antwort aus derAnalysIs 
herauspressen will, verschiedene Methoden hald dies bald .iene~ 
geben, wobei die einzelnen Werthe unter der vorher gegebenen 
alIgemeinen Formel enthalten sind. 
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Beiträge 
zur 
Theorie der algebraischen Gleichungen. 
Die im Jahre 1799 erschienene Denkschrift. Dem 0 n s tr a-
tio nova theorematis, omnem functionem algebrai-
cam rationalem integram nnius variabilis in factores 
r.eales primi vel secundi gradus resolvi posse, hatte 
emen doppelten Zweck, nämlich erstens zu zeigen, dass sämmt-
liehe bis dahin versuchte Beweise dies~s wichtio'sten Lehrsatzes ~ler T!lCori~ der algebraischen Gleichungen ;ngenügend und 
Illnso;lsch smd, und zweitens. einen neuen vollkommen strengen 
BeweIS .zu geben. Es ist unnöthig, auf den ersteren Gegenstand 
n,och . emmal ~uriickzukommen. Dem dort gegebenen neuen 
BeweIse habe ICh selbst später noch zwei andere folo-en lassen. l~nd e!n vierter ist zuerst von Cauchy aufgestellt. b Diese vier 
hewC!se beruhen alle auf eben so vielen verschiedenen Grund-
lagen, aber darin kommen sie alle überein, dass durch jeden der-
selben zunächst nur das Vorhandensein ein e s Pactors der be-
treffen.den Function erwiesen wird. Der Strenge der Beweise 
thnt dIes allerdings keinen Eintrag: denn es ist klar. dass, wenn 
v?n (~.er v?rgegebenen Function dieser eine Factor abgelöset wird, 
eme ahnhche Fnnction von niederer Ordnung zurückbleibt, auf 
welche der Lehrsatz aufs nene angewandt werden kann, und 
d:lSS dureh Wiederholung des Verfahrens zuletzt eine vollstän-
(h~e Zerlegung der ursprünglichenFunction in Factoren der be-
:-eIChnete~ .~ht hervorgehen wird. Indessen gewinnt ohne Zweifel 
.Je~e Bewelsf.ührllng eine höhere Vollendung, wenn nachgewiesen 
wll"d, dass sIe geeignet ist, das Vorhanden sein der sämmtlichen 
Factoren unmittelbar anschaulich zu machen. Dass der erste 
Beweis i~ diesem Fall ist, habe ich bereits in der gedachten 
DenkschrIft angedeutet (Art. 23) ohne es dort weiter auszu-fi~hren: dies soll jetzt ergänzt w~:den, und ich benutze zugleich 
d:ese Gelegenheit. die Hanptmomente des ganzen Beweises in 
emer abgeänderten und, wie ich glaube, eine vergrösserte Klar-
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heit darbietenden Gestalt zu wiederholen. Was dabei die äussere 
Einkleidung des Lehrsatzes selbst betrifft, so war die 1799 ge-
brauchte, dass die Function xll +Axn- 1 +Bxn- 2+ ... sich in 
reelle Factoren erster oder zweiter Ordnung zerlegen lässt, da-
mals deshalb gewählt, weil alle Einmischung imaginärer Grössen 
vermieden werden sollte. Gegenwärtig, wo der Begriff der com-
plexen Grössen jedermann geläufig ist, scheint es angemessener. 
jene Form fahren zn lassen und den Satz so auszusprechen, dass 
jene Function sich in neinfache Factoren zerlegen lasse. wo 
dann die constanten 'l'heile dieser FactOl'en nicht eben reelle 
GrUssen zu sein brauchen, sondern für dieselben auch jede com-
plexen Werthe zulässig sein müssen. Bei dieser Einkleidung 
gewinnt selbst der Satz noch an Allgemeinheit, weil dann die Be-
schränkung auf reelle 'Verthe auch bei den Coefficienten A, B, '" 
nicht vorausgesetzt zu werden braucht. vielmehr jedwede \Y erthe 
für dieselben zulässig bleiben. 
1. 
Wir betrachten demnach die Function der unbestimmten 
Grosse :r 
xl! + A:rl/- I + Bxn- 2 + ... + Jllx + .N= X 
wo A, B, ... JI, ... Ybestimmte reelle oder imaginäre Coefficienten 
vorstellen. Aus der Elementaralgebra ist der Zusammenhang 
zwischen den Wurzeln der Gleichung X = 0 nnd den einfachen 
Factoren von X bekannt. Geschieht nämlich jener Gleichung 
durch die Substitution' x = p Genüge, so ist x - pein Factor 
yon X, und giebt es 11 ver~chiedene Arten, jener Gleichung Ge-
nüge zu leisten, nämlich durch :1' = p, .1: = p', .T = p" . ... , so 
wird das Produet (.I: - p: :x - p') (.T - p") ... mit X identisch 
sein. Unter besonderen Umständen kann aber auch eine Auf-
lösung, wie .1' = p. in X den Factor (:~ - P:: 2, oder .:r - pr1 
oder irgend eine höhere Potenz bedingen. in welchen Fällen 
man die \Vurzel p wie zweimal, dreimal u. s. w. vorhanden be-
trachtet. 
Verlangt man also nur den Beweis, dass die Fnnction X ge-
wiss ein e neinfachen Factor zula~se. so ist es zureiehend, nur 
das Vorhandensein irgend einer "'urzel der Gleichung X = 11 
nachzuweisen. Soll aber die vollständige Zerlegbarkrit der 
Function in einfache Factoren anf ci n111 al bewiesen werden. so 
muss gezeigt werden, dass der Gleic hung X = I) Genüge geleistet 
Digitale Bibliothek Braunschweig
http://www.digibib.tu-bs.de/?docid=00049601
70 Gauss: Factorenzerlegung 
werden kann, entweder durch nungleiche Werthe von x, oder 
durch eine zwar geringere Anzahl ungleicher Auflösungen, wovon 
aber ein Theil die Charaktere der mehrfach geltenden gleichen 
Wurzeln dergestalt an sich trägt, dass die Zusammenzählung 
aller ungleichen und gleichen die Totalsumme = Il hervorbringt. 
2. 
Das ganze Gebiet der complexen Grössen, in welchem die 
der Gleichung X = () genügenden Werthe von x gesucht wer-
den sollen, ist ein Unendliches von zwei Dimensionen, indem, 
wenn ein solcher Werth x = t + iu gesetzt wird ,wo i immer 
die imaginäre Einheit Y - 1 bedeutet), für t und u alle reellen 
Werthe von - 00 bis + 00 zulässig sind. Wir haben nun zu-
vörderst aus diesem unendlichen Gebiete ein abgegrenztes end-
liches auszuscheiden, aussCl'halb dessen gewiss keine Wurzel 
der bestimmten Gleichung X = () liegen kann. Dies kann auf 
mehr als ein e Art geschehen; unserem Zweck am meisten gemäss 
scheint die folgende zu sein. 
Anstatt der Form t + iu gebrauche man diese 
x = 1'( COS!? + i sin !?) , 
wonach zur Umfassung des ganzen unendlichen Gebiets der 
complexenGrössen 1" durch alle positiven Werthe von () bis+ 00, 
und!? von () bis :Hi{)O, oder, was dasselbe ist von einem belie-
bigen Anfangswerthe bis an einen um 3G{)o g;össeren Endwerth 
ausgedehnt werden muss. 
Um für l' eine Grenze zu erhalten über welche hinaus kein 
Werth mehr einer Wurzel der Gleichung X = () entsprechen 
kann, setze ich zuvörderst die Coefficienten der einzelnen Glie-
der von X in eine ähnliche Form, wie x, nämlich 
A = a (cos ce + i sin ce) 
B = b (cos (:1 + i sin (:1) 
C = c (cos y + i sin y) ... , 
wo also a, b, c . ... bestimmte positive Grössen bedeuten sollen, 
abgesehen davon, dass auch eine oder die andere darunter = () 
sein kann. Ich betrachte sodann die Gleichung 
J'n_ 12 . (a1'n- 1 + b1'n-2 + c1'n-3 + ... ) = () 
welche, wie man leicht sieht, eine positive Wurzel hat, und 
zwar (Harriot's Lehrsatz zufolge) nur eine solche. Es sei R 
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diese Wurzel, wo dann von selbst klar ist, dass für jeden posi-
tiven Werth von 1", der grösser ist als R, der Werth von 1'n -
Y2. (a1'n- 1 + b1'n- 2 + c1'n- 3 + ... ) positiv sein, und dass 
dasselbe auch von der Function 
n1'n-Y2.«(n-l)a1'n- 1 + (n-2)b1'n- 2+ (n-3)c1'n- 3+ ... ) 
gelten wird, da dieselbe das n fache der ersteren Function um 
Y2. (a1' l1 - 1 + '1b1'n- 2 + 3c1'n- 3 + ... ), 
also um eine positive Differenz übertrifft. 
Ich behaupte nnn, dass die Grösse R geeignet ist, eine solche 
Grenze für die Werthe von 1", wie im vorhergehenden Artikel 
gefordert ist, abzugeben. Der Beweis dieses Satzes ist auf fol-
gende Art zu führen. 
Ich setze allgemein X = T + i TI. wo selbstreden<1 Tund U 
reelle Grössen bedeuten, und zwar wird 
T=rncosn!? +arn- I cos«(n-I)!?+ ce) 
+ b rn- 2 cos«(n-2)!?+ (:1) 
+crn- 3cosCn-3) !?+/)+ ... 
II =1'llsinnr: + a1'n - 1 sin( (n- 1) r:+ a) 
+ bJ'n-2 sin «(n- 2) !?+(:I) 
+crn - 3 sin«(n-J)!?+I') + 
Man übersieht leicht, dass, wenn für l' irgend ein positiver Werth 
grösser als R gewählt wird, Tnothwendig dasselbe Zeichen ha-
ben wird wie cos ll!?, so oft dieser Cosinus absolut genommen 
nicht kleiner ist als Y -t. Man braucht nämlich T nur in folgende 
Form zn setzen 
-+-- T = vI.1' I1 - ([1'11-1_ brn- 2- c1' Il - 3 - ..• 
+ [-+- cos n!? - V! J r ll 
+[1 +cos«(n-l)!?+a)]a1'n- 1 
+ [1 -+- cos «(n - 2)!! + (:1)] bl'n-2 
+[1 -+-cos«(n-3)!?+I')]CTn- 3 + . .. , 
wo die oberen Zeichen für den Fall eines pORitiven, die unteren 
für den Fall eines negativen cos n!? gelten sollen, und wo der 
erste Theil des Ausdrucks auf der rechten Seite positiv ist, in 
Folge des im vorhergehenden Artikel gegebenen Satzes. von den 
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folgenden aber wenigstens keiner negatiy werden kann. Auf ganz 
ähnliche Weise erhellt (indem man in obiger Formel nur U an-
statt T und durchgehends Sinus an statt Cosinu~ schreibt;. dass 
unter gleicher Voraussetzung in Beziehung auf r, allemal C das-
selbe Zeichen hat wie sinn(l, so oft dieser Sinns absolut genom-
men nicht kleiner ist als vI.. Es hat demnach in allen Fällen 
wenigstens die eine der beiden Grössen T, C ein voralls he-
stimmtes positiveB oder negatives Zeichen, \lnd es kann folglich 
für keinen Werth von (l die Function X = IJ werden. ,V. z. h. w. 
I. 
Um das Verhalten von T und [T in Beziehung auf die Zei-
chen nnd deren Wechsel (bei einem bestimmten, R überschrei-
tenden Werthe von r) noch mehr ins Licht zu setzen, lasse lllau 
(! alle Werthe zwischen zwei um :lß UO verschiedenen Grenzen 
durchlaufen, wozu jedoch nicht 0 und :lGOo, sondern, indem zur 
Abkürzung 
-'=(0 
n 
gesetzt wirll, - (I) und ('111- 1} (r) gewählt werden sollen. Den 
ganzen Zwischenraum theile ich in 111 gleiche Theile, so dass 
der erste sich von -- (r) bis (1), der zweite yon (f) bis :{ üI, der 
dritte 1'on 3 (U bis ~) (0 '" erstreckt. Zuvörderst hat man auch 
no h d· UT th d D·ft· . I' dT dC. B c Ie n er e er I erentIa fluoiIenten - , 1Il e-
!I(! d!! 
tracht zu ziehen, wofür man hat 
cll' 
-';i-~- = - m·n sin 71 (! - (n -1) a 1'11-\ sin «(n -1) (! + a) 
, 
- (n - 2) b 1'11-2 sin (11 - 2) (! + 1:1) 
- (n - :1) C 1"11-3 sin (,:n - :3) (l + y)- ... 
dU 
-:.re =711.11 COSIl(! + :n-l) (tJ.n-1 cos «(n- 1) (! + a) 
+:11 - 2) b)·n-2 eos «(n - 2) (! + (:I) 
+ '/I - 3) C r ll-:\ cos «(n - 3) (! + y) + .. , 
Man erkennt daraus leicht, durch ähnliche Schlüsse wie im vor-
hergehenden Artikel und unter Zuziehung des Satzes am Schlusse 
dl' 
von Art. 2, dass d (! immer das entgegengesetzte Zeichen von 
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sin n (l hat, so oft dieser Sinus absolut genommen nicht kleiner 
r h' dU. d lb Z . h . ist als V 1-, dass lDgegen ~ nnmer asse e elC en WIe cos JI(l 
hat, so oft der absolute Werth dieses Cosinus nicht kleiner ist 
als v-f. Hieraus zieht man folgende Schlüsse. 
In dem ersten Intervalle, d. i. von (l = - cu bis (l = + cu, 
ist T stets positiv, U hingegen für den Anfangswerth negativ, 
für den Endwerth positiv, mithin dazwischen gewiss einmal = IJ 
dU 
und zwar nur einmaL weil in dem ganzen InteITalle -l- po-(. I.! 
sitiv ist. 
In dem zweiten Intervalle ist U stets positiv, T zu Anfang 
positiv, am Ende negativ, dazwischen einmal T = 0 und zwar 
dT .. 
nur einmaL weil in dem ganzen InteITalle ~f ~ negatn' lSt. ( f! 
In dem dritten Intervalle ist T 8tot,; negativ, 'e einem Zei-
chenwechsel unterworfen, so dass ein 111 alU = () wird. 
Im vierten Intervalle ist C stets negativ, T ein m al = (). 
In den folgenden Intervallen wiederholen sich in gleicher 
Ordnung aie~e Yerhii.ltnisse, so da~s aas fünfte dem ersten. da~ 
::;eehste dem zweiten u. H. f. gleidlsteht. 
:i. 
Aus der im vorhergehenden Artikel erörtrrle.n Folgeordnung 
der positiven und negativen W crthe ,"on T und ('. die bei.i edem 
über R hinansgehenden Werthe von r stattfin c1d • ). lässt ,ich 
nun folgern, dass innerhalb des Gebiets der kleineren 'Verthe 
von r gewisse Krenzullgen in niesen Anordnungen yorhanden 
sein müssen. d;<' cla" 'Yflsnn uno('res zu hew('i~(lJlden Lehrsatzes 
*; Es ist leicht zu zeigen, das~ :luch für den 'Verth r = R seIhst 
eine '"leiche F(l!geordnull:';' noch giiItig bleibt, nur mit (I er Einschriin-
kung7 dass dann in ga!lz speci('ll(,ll,~';dlen e~n Ucbe~gang~wl'.rth von 
~, (d. h. ein solcher, tiir welchen 1 oder l = 0 wlfIl) llll~. pmer cl;:r 
Grössen - ol, w. 3 (1), :) (I) u. S. \\". zusammenfallen kann. wahrend fur 
alle grösseren "r erthe von r jeder U ebergangsw.prth. von (! z w i ~ r 1.1 e n 
zweien dieser Ctrösscnliegen muss. Ich halte Illlrh Jedoch dahel mcht 
auf, da fUr unBern Zweck zureicht. das Bestehen jener Folgecmhlllllg, 
yon irgend einem \Verthe 'ion r :1n, nachgewiespn zu hahell. 
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in sich schliessen. Ich werde die Beweisführung in einer der 
Geometrie der Lage entnommenen Binkleidung darstellen, weil 
jene dadurch die grösste Anschaulichkeit und Einfachheit ge-
winnt. Im Grunde gehört aber der eigentliche Inhalt der gan-
zen Argumentation einem höheren von Häumlichem unabhän-
gigen Gebiete der allgemeinen abstracten Urösscnlehre an, dessen 
Gegenstand die nach der Stetigkeit zusammenhängenden Grössen-
combinationen sind, einem Gebiete. welches zur Zeit noch wenig 
angebaut ist, und in welchem man sich auch nicht bewegen 
kann ohne eine von räumlichen Bildern entlehnte Sprache. 
fi. 
Das ganze Gebiet der complexen Grössen wird vertreten 
durch eine unbegrenzte Bbene, in welcher jeder Punkt, dessen 
Coordinaten in Beziehung auf zwei einander rechtwinklig schnei-
dende Achsen t, u sind, als der complexen Grösse x = t + i 1t 
entsprechend betrachtet wird: bringt man diese complexe Grösse 
in die Form x = r (cos 0 + t' sin 0), so bedeuten r, 0 die Polar-
coordinaten des entsprecienden P~nktes, Der Inbeg~'iff aller com-
plexen Grössen, für welche r einerlei bestimmten Werth hat, 
wird demnach durch einen Kreis repräsentirt, dessen Halbmesser 
diesel' Werth, und dessen Mittelpunkt der Anfangspunkt der 
Coordinaten ist. Denjenigen dieser Kreise, für welchen r um 
eine nach Belieben gewählte Differenz grösser als R ist, will ich 
mit K bezeichnen, und mit ~1), (2), (:i), .,. (2/1) diejenigen 
Punkte auf demselben, welchen die beziehungsweise zwischen (t> 
und 3 w, zwischen 5 wund 7 w, zwischen 9 wund 11 w u. s. f. 
bis zwischen (8n- 3)w und (8n-1)w liegenden Werthe von 
(! entsprechen, für welche nach dem 4. Artikel T = 0 wird. 
M~n bemerke dabei, dass für die Punkte (1), (3), !:», ... U po-
sihv, für die Punkte (2), (4), (G), ... hingegen negativ sein wird. 
i. 
Die Gesammtheit dCl:ienigen Punkte in unserer Ebene, für 
welche T positiv ist, bildet zusammenhängende Flächentheile, 
wie schon von selbst erhellt, wenn man erwägt, dass bei einem 
stetigen Uebergange von einem Punkte zu einem anderen T sielt 
nach der Stetigkeit ändert. Ebenso bilden sämmtliche Punkte, 
für. welche T negativ wird, zusammenhängende Flächentheile. 
ZWIschen den Flächentheilen der ersten Art und denen der 
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zweiten liegen Punkte, in welchen T = 0 wird, und nach der 
Natur der Function T können diese Punkte nicht auch Flächen-
stücke, sondern nur Linien bilden, welche einerseits die einen, 
andererseits die anderen Flächentheile begrenzen. 
Der aussCl'halb K liegende Raum enthält n Flächen der er-
sten Art, die mit ebenso vielen der zweiten Art abwechseln, und 
wovon jede, von einem Stück der Kreislinie ]{ an, zusammen-
hängend sich ins Unendliche erstreckt. Zugleich aber ist klar, 
dass jedes dieser Flächenstücke sich über die Kreislinie hinaus 
in den inneren Raum fortsetzt, und dass in Beziehung auf die 
weitere Gestaltung folgende Fälle stattfinden können. 
1. Das betreffende von einem Theile von K anfangende 
Flächenstuck endigt sich isolirt innerhalb der Kreisfläche; seine 
peripherische Begrenzung besteht dann nur aus zwei zusammen-
hängenden Stücken, wovon eines ein Bestandtheil von K ist, das 
andere innerhalb des Kreisraumes liegt. In der beigefügten 
Figur, welche sich auf eine Gleichung fünften Grades bezieht 
und wo die Zeichen von T in den verschiedenen Flächentheilen 
eingeschrieben sind, finden sich drei der Flächen mit positivem 
T in diesem Falle; die eine hat die Grenzlinien 10.1 und 1.11.1 ü; 
die zweite diese 4 . 5 und 5. 12.4: die dritte 6 . 7 und 7 . 13 . 6. 
Flächentheile ähnlicher Art mit negativem Tfinden sich zwei vor. 
2. Das Flächenstitck durchsetzt einfach die Kreisfläche der-
gestalt, dass es mit einem an einer anderen Stelle eintretenden 
ein e zusammenhängende Fläche bildet. Die ganze peripheri-
sche Begrenzungslinie wird dann auS vier Stücken bestehen, yon 
denen zwei der Kreislinie]{ angehören, und die beiden anderen 
dem inneren Haume. In unserer Figur findet sich dieser Fall 
bei dem durch 2.3; 3 . 0 . 8; (). 11 .:2 begrenzten Flächenstück. 
3. Das Flächenstiick spaltet sich im inneren Kreisraume ein-
mal oder mehreremale dergestalt, dass es mit noch zweien oder 
mehreren an anderen Stellen eintretenden eine zusammenhän-
gende Fläche bildet, deren ganze peripherische Begrenzung dann 
aus sechs, acht oder mehreren Stücken in gerader Zahl bestehen 
wird, die abwechselnd der Kreislinie und dem inneren Haume 
angehören. In unserer Figur tritt dies ein bei einem Flächen-
theile, dessen Begrenzung durch die sechs Stücke :i.4: 4.12.5; 
fi .6; 6. 13. i: i. S: 8.0.3 gebildet wird, in welchem aber T 
negativ ist. 
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.,. 
Bei einer yollständigen Aufzähluug aller dl'nkharen Gestal-
tungen der in den inneren Kreisraum eintretendt'n Flächentheile 
würden den angegebenen Fällen noch anderweitige ~loflifir'atio­
nen beigefügt werden mü~sen. 'Wenn z. B. ein solclu~J' Fliiclwn-
theil sich zwar in zweiAeste spaltet, dies{~ aher im inneren ltaume 
sich wieder vereinigen, ~o würde di(i~cr Fall. je n:tchrlcill nach 
der Vereinigung die Fläche im Innern ihren .\b~{·hlll~s Jindet, 
oder !ohne neue Theilung) sich bi~ zn einer anderen Stelle der 
Kreislinie fortsetzt, dem ersten oder zweiten Falle des yorher-
gehenden Artikels zugerechnet werden kijnnen, indem die Ge-
staltung der Fläche nur durch das EinschliesseIl einer nicht zu 
ihr gehörenden Insel modificirt sein würde. U ebrigens würde 
es nicht schwer sein, strenge zu beweisen, dass bei der beson-
deren Beschaffenheit der Function T Modificatiollen dieser Art 
gar nicht möglich sind: für unseren Zweck ist dies jedoch 
unnöthig, indem es nur auf die Folge der Stücke der ä u s s e re n 
Begrenzung jedes der in der Rede stehenden Flächentheile (d. i. 
deI:jenigen, in welchen T positi\' ist ankommt. 
Wir haben nämlich schon bemerklich gemacht. dass die An-
zahl dieser Stücke allemal gerade ist (zwei im ersten Falle des 
vorhergehenden Artikels, vier im zweiten, sechs oder mehrere 
im dritten" wovon wechselsweise eines der Kreislinie ll~ eines 
dem inneren Raume angehiirt. Ferner ist klar, das" wenn jene 
äussere Begrenzungslinie immer in einerlei Sinn dlll'chlanfen wird. 
wozu hier deljenige gewählt werden soll in welchem die Be-
zifferungen der Punkte von K wachsen lalso Beispiels halber in 
in unserer Figur so, dass die Fläche imn~er rechts yon der Be-
grenzungslinie liegt), der Anfangspunkt und der Endpunkt eines 
der Kreislinie angehörenden Stücks beziehungsweise durch eine 
gerade und die um eine Einheit griissere unO'erade Zahl bezeichnet 
sein wird, mithin der Anfangspunkt unl der Endpunkt jedes 
den inneren Raum durchlaufenden Stücks allemal beziehung's-
wei~e durch eine ungerade und eine gerade Zahl. 
Es steht also fest, dass von den n an einem mit einer un-
geraden Zahl bezeichneten Funkte von K in den inneren Raum 
eintretenden Linien, in denen überall T = 0 ist, eine jede auf 
eine ganz bestimmte Art *) diesen Raum zusammenhängend durch-
"'i. D~ss sie allemal einen bestimmten Lauf hat, beruhet darauf. 
uasB sIe emen Thei! der äusserenAbgrenzung einer Fläche, fiir welche 
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läuft, bis sie an einer anderen mit einer geraden Zahl bezeich-
netcn Stelle wieder austritt. Da nun, wie schon oben (Schluss 
des 6. Art.) bemerkt ist, in ihrem Anfangspunkte der Werth von 
U positiv, am Endpunkte negativ ist, so muss wegen der Stetig-
keit der Werthänderung nothwendig in einem Zwischen punkte 
F = 0 werden. Dieser Punkt repräsentirt dann eine 'Wurzel 
der Gleichung X = 0; und da die Anzahl solcher Linien = n 
ist, so ergeben sich auf diese Weise allemal n 'Wurzeln jener 
Gleichung. 
9. 
Wenn die gedachten Linien durch den Kreisraum gehen 
ohne ein Zusammentreffen mit einander, so ist klar, dass die so 
erhaltenen n Wurzeln nothwendig ungleich sind. Ein solches 
freies Durchgehen findet sich in unserer Figur bei den Linien von 
:-\ nach 8, yon ;) nach ..J. und von 7 nach ö, und es gehören dazu 
die durch die Punkte 0, 12, la repräsentirten Wurzeln. 'Wenn 
hingegen zwei solcher Linien, oder mehrere, einen Punkt ge-
meinschaftlich haben, so ist zwar darum noch nicht nothwendig, 
aber doch möglich, dass dieser Punkt zugleich dCljenige ist. in 
wclchem F = () wird, in welchem Falle dann zwei oder mehrere 
'\Vurzeln in ei ne zusammenfallen, oder, wie es gewöhnlich ans-
g:cdrüf'kt wirfl, unter sich gleich sein werden. In unserer Figur 
treffen die Linien 1. 10 und U.:2 in dem Punkte 11 zusammen. 
und in demselben wird zugleich U = 0; die Gleichung hat also 
ausseI' den schon aufgeführten drri ungleichen noch zw(;i gleiche 
·Wurzeln. 
10. 
Es bleibt nur noch übrig, nachzuweisen, dass. wenn der eine 
Wurzel = P l'rpräsentirende Punkt P in zweien oder mehreren 
T ein bestimmtes Zeichen hat, ausmachen soll; ich habe das positive 
Zeichen gewlihlt, was an sich ganz willkUrIich ist. So yerstanden setzt 
sich z. B. die in 1 eintretende Linie durch 11 nach 10 fort: als Thail 
der Grenzlinie einer Fliidle, worin l' negativ iRt. wUrde die Linie 
1.11 nach '2 fortg'csetzt werden miissen. :Spricht lIIan hing-eg-en nur 
von einer Linie, worin l' = IJ ist, ohne sic als Thoi! <leI' Bo,grcnzung-
einer be~tinllllt('n Fliiche zu betmchten, so wUrde eher 11 !) als na tiir-
liehe Fortsetzung von 1.11 gelten kiinnen. Der hier gewiihlte Ge-
sichtspunkt unterscheidet mein gegenwärtiges Yerfahrcn VOll dem 
von 1799, und triigt wesentlich zur Vereinfachung der Beweisfiih-
rung bei. 
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Linien T = 0 zugleich liegt, das Quadrat ,"on .1; - P oder die 
der Anzahl jener concurrirenden Linien entsprechende höhere 
Potenz in X als Factor enthalten sein wird. Der Beweis davon 
beruht auf folgenden Sätzen. 
Man führe anstatt der unbestimmten GrÖsse.7: eine andere 
z ein, indem man x = z + p setzt. Es gehe durch diese Sub-
stitution X in Z über, wo also Zeine Fuuction yon::; von glei-
cher Ordnung wie X von x sein wird, deren constantes Glied 
aber fehlt. Indem man dieselbe nach aufsteigenden Potenzen 
von z ordnet, sei das niedrigste nicht verschwindende Glied 
= K zn! und Z = K Zlll (1 + ; 
I 
wo ~ die Form Lz + L' z2 + L" Z3 + ... + K zn-III haben 
wird; endlich setze man 
z = s(cos l/J + i sin ljJ). 
Der reelle und der imaginäre Bestandtheil yon z drücken die 
Lage jedes unbestimmten Punktes der Ebene als rechtwinklige 
Coordinaten, und die Grössen s, ljJ die Polarcoordinaten ganz 
ebenso relativ gegen den Punkt P aus, wie die Bestandtheile yon 
.r, und die Grössen r, rp die relative Lage gegen den ursprüng-
lichen Anfangspunkt bezeichnen. Die Verbindung eines bestimm-
ten Werthes von s mit allen Werthen von VI in einer Ausdehnung 
von 3600 stellt also die Punkte einer Kl:eislinie dar, die ihren 
:Mittelpunkt in P hat und deren Halbmesser = s ist. 
Setzt man nun K = k (cos )( + i sin z). und folglich 
Kzm = ks lll (cos(m!fJ + z) +i sin(m {li + z)), 
so wird für ein unendlich kleines s die Grösse ;, die wenigstens 
von derselben Ordnung ist wie s, neben der 1 vernachlässigt, und 
mithin gesetzt werden dürfen 
T = ks lll cos (m 1/' + z). 
woraus erhellt, dass, während ljJ um 360° wächst, das Zeichen 
von T in m Stücken der Kreisperipherie positiv, nnd in ebenso 
vielen mit jenen abwechselnden negativ ist, oder dass Tin 2 m 
Punkten = 0 wird, nämlich für 1/' = ..!:.(z- 90°: ,! (z + 90°), 
't' m ' m 
1 ( L' . 
- x + 270 0 ), ••• Es gehen dem ach von Pzusammen 2m llllen 
m 
aus, in denen T = 0 ist, oder wenn man sie paarweise so ver-
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bindet, dass jede, wo, bei wachsendem l/J, das ~ Zeichen aus 
- in + übergeht, zusammen mit der nächstfolgen'den, wo der 
entgegengesetzte Uebergang stattfindet, wie die Begrenzungslinie 
eines Flächentheils mit positivem T betrachtet wird, so treffen 
in P überhaupt m dergleichen Begrenzungslinien zusammen. 
Von der anderen Seite ist klar, dass sowie Z unbestimmt durch 
zm und dureh keine höhere Potenz von z theilbar ist, X den 
Factor (x_p)1I!, aber keine höhere Potenz von .r-p enthalten 
wird. Es ist also allemal, wennp irgend eine Wurzel der Gleichung 
X = 0 bedeutet, der Exponent der höchsten Potenz von x-po 
durch welche X theilbar ist, der Anzahl der in P zusammen-
treffenden Begrenzungslinien für Flächen mit positivem T gleich, 
Qder was dasselbe ist, der Anzahl solcher an Pzusammentreffender 
Flächen. 
Uebrigens ist es leicht der Beweisführung eine von Einmi-
,jehung unendlich kleiner Grössen ganz unabhängige Einkleidung 
'l.U geben und zwar gariz analog der Schlussreihe in den Art. ;:l 
und 4. Es lässt sich nämlich ein Werth von s nachweisen. für 
welchen, sowie für jeden kleineren, der ganze Cyklus 'aller 
Werthe von ljJ dieselbe abwechselnde Folge von m Stücken mit 
positivem T und ebenso vielen mit negativem darbietet. Diese 
Eigenschaft hat die positive Wurzel der Gleichung 
O=mVI- (m+ 1) ls-(m+2)l's2- (m+:l\l"s:l- ... 
wo l, l', l" ... , die positiven Quadratwurzeln aus den Normen 
der complexen Grössen L, L', L", .. , bedeuten. oder wo 
L = l (cos i. + i sin ). ) . 
L' = l' ICOS i.' + i sin ).') . 
L"= l" (cos i." + l' sin i.") ... 
gesetzt ist. Ich glaube jedoch die sehr leichte Entwicklung die-
ses Satzes hier übergehen zu können. 
Schliesslich mag noch bemerkt werden, dass bei der Beweis-
führung in der Abhandlung von I7nB die Betrachtung zweier 
Systeme von Linien erforderlich war, das eine die Linien. wo 
T = 0, das andere diejenigen, wo U = 0, enthaltend, wäh~end 
in unserem jetzigen Verfahren die Betrachtung ein es Systems 
ausgereicht hat: ich habe dazu das System der Begrenzungs-
linien der J1'liiehentheile mit positivem T gewählt. es hätte aber 
ebenso gut zu demselben Zweck die Betrachtung der Begren-
znngslinien der Flächen mit positiyem (oder negatinm) C dienen 
können. 
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In früheren Heftel! dieser Sammlung finden sieh in eekige 
Klammern gesetzte Zahlen, welche die Seiten der Original-
aus gab e be7.eichnen. Eine solche Hinzufügung ist hier aus dem 
Grunde unterlasBen, dass dieselbe eben Dur bei Hinweisung auf 
die ersten Drueke von Werth sein kann, das~ aber seit der Her-
ausgabe der Werke von C. 1'. Gaus,.; dureh die Königl. Gesell-
sehaft der Wissenschaften zu Göttingen ein Zurückgreifen auf 
jene für Citationen kaum noeh vorkommen dürfte. 
Der erste der vier Gauss'schenBeweise wurde im Jahre 1797 
gefunden und im Jahre 1799 als Inaugural-Dissertation zu Helm-
städt gedruekt: ihm sehliesst sieh der zu Gauss' fünfzigjährigem 
Doetorjnbiläum 1 &49 gegebene Beweis .veröffentlicht in den.Ab-
handlungen der Königliehen Gesellsehaft der Wissensehaften zu 
Uöttingen IV, t 8;)0) eng an. Der zweite Beweis stammt auS 
dem Ende des Jahres 18 t;'l, der dritte aus dem Januar des 
.Jahres 18]1;; beide sind in den Commentationes recentiores der 
genannten Ge~ellsehaft III, t S 1 ti ahgedruckt. 
Die drei ersten Beweise beruhen auf Grundlagen, die unter-
einander vollständig verscbieden sind, während der vierte sich 
in seinem Gange dem ersten nähert und sieh haupt~äehlieh nur 
dadurch von ihm unterseheidet, dass er das Bestehen sämmt-
liclter Gleiehungswurzeln gleiclizeitig nachweist. 
Diese beideu Beweise, der erste und der vierte, sind typisch 
für die sogenannten geometrisehen, d. h. diej enigen Bew~ise, 
welehe die geometrische Stetigkeit ohne Weiteres auf die al'lth-
metisehell Grössen übertragen, und also, um es kurz anzudeuten, 
einer jN1en Streckenlänge eine arithmetisehe Zahl ensprechen 
lassen. Hierdureh wir<! aber, naeh unseren neueren Anschauull: 
gen, gerade der mit Recht als )transcendent( bezeichnete '1'h011 
des geforderten Beweises stillschweigend übergangen. 
Der dritte Beweis gehört zur Reihe der analytischen bezw. 
funetionentheoretischen Beweise, d. h. dmjenigen, bei denen d~e 
lJenutzten IIülfsmittei der Analysis bezw. der Funetionentheone 
angehören. Es kann also der Beweis dem Gebiete der Arithmetik 
nicht mehr zugerechnet werden; aber auch der arithmetische 
Anmerkungen. 81 
Satz selbst tritt aus diesem Bereiche: er gehört in (lieser Be-
handlung einer Zahl anderer Sätze zu, welche über das Gebiet 
der ganzen Functionen hinaus Geltung haben. 
In seiner Anlage als der scharfsinnigste, in seiner Methode 
als der weitesttragende muss der zweiteBeweis bezeichnet werden. 
Er führt einen Euler-Foncenex'schen Gedanken coneet durch 
und zeigt, dass, wenn man die Existenz einer Wurzel bei den 
Gleichungen ungeraden Grades voraussetzt, man von dieser aus 
durch die I.Jösung einer Reihe von quadratischen Gleichungen 
zu Wurzeln jeder beliebigen Gleichung gelangen kann. Es wird 
also in diesem Beweise weniger gegeben, als in den übrigen, 
aber gerade dadurch wird das Beweisbare von dem Unbeweis-
baren scharf getrennt. Eine Vereinfachung des Beweises gab 
Herr Gordan in Clcbscli, J\lath. Ann. X, 252. 
lIerr I". [(rol/cr!.:cr hat den Grundgedanken dieses zweiten 
GCl1tss'schen Beweises in seinen » Grundziigen einer arithmeti-
schen Theorie der algebraischen Grössen rr ~ 1:~ klargelegt und 
weiter entwickelt. Und auch <1ie nelleren Anschaulln)!:en hin-
sichtlich der ))Wurzelexisten7.-Beweise« fintlet m:ln in fleharf-
sinniger Auffa~sullg und Darstellung in dem A ufs:11;;: ,,1J eher (len 
Zahlbegriff« (Journal f. r. u. a. Math. Cl. R. :);)~ ff.1 des Herrn 
L. Iinml'c1.;cl·, dem diese mathematiseh-philosophischeVertiofung 
zu verdanken ist. 
U eber die Bezeichnungen sei Folgendes hemerkt. 
1. Unter ))einfachen Factoren([ iSo (j!) ff.1 versteht (Jauss 
das, was heute als "lineare Factoren([' bezeielmet wird. 
2. Eine ganze Funetionj' (.T, a, b, ... ) ist dm'eh eine andere 
ganze Function (p(.T, Cl, b, ... ) llunbestimmtrr theilbar (S.S·L ;);l) 
bedeutet, dass die Theilbarkeit stattfindet, wenn man unter 
x, a, b, .. , unbestimmte Grössen versteht. 
8. Der Ausdruck l)/e ist unbestimmt eine ungerade Zahl {[ 
(S. 59) bedeutet, dass jede beliebige etwa vorkommende unge-
rade Zahl, ohne Ansehung ihrer besonderen Grösse, durch k 
bezeichnet werden soll. 
4. Der Ausdruck )) Determinante der 11 Griisscn .1:', x" .. .. (( 
welchen Gauss (S. (12) einführt, istim heutigen Spraehgebrauehe 
allgemein dureh llDiseriminante« ersetzt worden. 
5. Die von POlin'er stammende BezeiellIlung der Gren7.en be-
stimmter einfacher od. mehrfaeher Integrale hat·Galts" nie henutzt. 
Gi e s s cn, 1. Februar 1 b~)O. 
E. Netto. 
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